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RESUMO 
TEIXEIRA, ANTONIO DE OLIVEIRA FERNANDES- Calculo automatico de lajes 
protendidas simuladas como grelha utilizando o metodo dos elementos finitos - Campinas, 
Faculdade de Engenharia Civil, Universidade Estadual de Campinas, 1998, 172 paginas -
Disserta9ao de Mestrado. 
Pretende-se com este trabalho automatizar o calculo de lajes protendidas, utilizando como 
simu!a9a0 0 metodo das greJhas, dividindo-se a pe9a em vanas vigas no plano horizontal. 0 
calculo analitico de placas e complexo e nas tabelas usuais sao fomecidas expressoes que 
permitem calcular os mementos fletores maximos considerando algumas condi9oes de contomo, 
o que limita o uso destas tabelas. 
Com o programa desenvolvido neste trabalho sao calculados tensoes, esfor9os e 
deslocamentos em qualquer se9ao da pe9a com condi9oes de contomo variadas. Os resultados sao 
fomecidos para cada viga da grelha. 
A for9a de protensao e calculada utilizando OS tipos de protensao defmidos pela Norma 
Brasileira: completa, limitada e parcial, escolhidos no arquivo de entrada do programa. 0 valor 
final da for9a de protensao e obtida analisando comparativamente os estados limites de utiliza9ao 
e o estado limite ultimo, sendo assumido o valor que respeitar as condi9oes prescritas pela 
Norma. 
Com a for9a de protensao definida e determinada a regiao ao Iongo da pe9a onde deve 
estar localizada a linha de pressao no concreto ( fuso limite ). Tendo-se por base esta limita9ao, e 
tra9ada a linha que define o centro de gravidade da annadura ao longo da pe9a respeitando o 
conceito de cabo concordante, cujo equacionamento esta proposto na programa91io. Se o cabo 
concordante nao respeitar o fuso limite, com o conceito de transforma91io linear calcula-se urn 
cabo discordante que respeita as limita9oes impostas pelo fuso limite. 
Com urn tra9ado de cabo definido serao calculadas as perdas por atrito e as for9as de 
protensao ao longo deste cabo, usando o conceito de carga equivalente a protensao e todas as 
se9oes serao analisadas dentro dos limites impostos por Norma. 0 programa foi elaborado 
considerando que as annaduras sao p6s-tensionadas existindo aderencia entre o concreto e a9o, 
garantindo a compatibilidade de deforma96es entre os dois materiais. 
Espera-se com o modelo adotado obter resultados competitivos com os de outros modelos 
considerados mais elaborados. 
0 programa desenvolvido permite tambem a analise de v1gas protendidas continuas 
isoladas. 
Palavras Chave: Concreto protendido, Lajes de concreto, Vigas de concreto protendido, 
Engenharia de estruturas. 
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1. INTRODU<;:AO 
1.1 HISTORICO DO CONCRETO PROTENDIDO 
A ideia da execuifao da protensao e tao antiga quanto a do proprio concreto annado. 
V erificou-se que o concreto possuia grande resistencia a compressao e pequena resistencia a 
tra91io, cerca de 1110 daquele valor. Sendo assim, o concreto fissurava na regiao tracionada sob 
cargas bern inferiores a carga de ruptura, tomando-se ineficiente na parte tracionada e somente 
com sua parte comprimida absorvendo os esfor9os, desta forma, a parte tracionada do concreto 
podia ser desprezada cabendo a armadura, no caso do concreto annado, resistir aos esfor9os de 
tra9ao. 
Muitas foram as tentativas para evitar a fissura91io indesejavel do concreto. Uma das 
maneiras mais eficazes consistia em tracionar previamente cabos de a9o intemos a estrutura de 
concreto que ao serem liberados desses esfor9os transferiam-nos por aderencia ao concreto, 
comprimindo-os. Os cabos de a90 foram denominados cabos de protensao e as for9as foram 
chamadas de forya de protensao. Os cabos de protensao formam a annadura ativa. 
A for9a de protensao era de tal modo que, mesmo sob carregamentos maximos, nao 
produziria normais na se91io transversal de tra91io, mantendo assim toda a se91io de concreto 
comprimida, impedindo o aparecimento de fissuras. 0 concreto submetido a urn estado inicial de 
compressao, capaz de contrariar as tensoes provenientes da carga extema, e denominado concreto 
protendido na nomenclatura brasileira. 
Para a utilizayaO da protensao nao e possivel utilizar qualquer tipo de ayO, fato entretanto 
nao percebido desde o inicio. As primeiras pe9as de concreto protendido fabricadas foram 
produzidas com o mesmo a9o utilizado no concreto annado. Inicialmente nos primeiros meses a 
pe9a se comportava muito bern, resistindo aos esfor9os dos carregamentos extemos, sem fissurar, 
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conforme a previsao dos calculos, entretanto, devido aos efeitos da retrac;:ao e da deformac;:ao 
lenta, ainda nao conhecidos na epoca, o efeito da protensao se dissipava. 
A primeira ideia de se pre-tensionar o concreto foi aplicada em 1886 por P. H. Jackson de 
Sao Francisco, California, que obteve patentes para protender pedras artificiais e arcos de 
concreto. 
Em tomo de 1888, o alemao Doehring conseguiu patente para fabricar elementos de pisos 
com argamassa e arame estirado; ele usou este concreto para a construc;:ao de laje de piso. 
No ano de 1906. Koenen aplicou pela primeira vez a pre-tensao com o interesse de se 
eliminar a fissurac;:ao. Como ainda 
sistematizou a fabricac;:ao das 
nao existiam os ayes de alta resist€mcia . Koenen 
pec;:as estirando o ac;:o a 6 kg\mm2 obtendo urna 
deformac;:ao e,=3% alongamento que com o decorrer do tempo se perdia devido a retrac;:ao e 
deformac;:ao lenta do concreto. 
Em 1908 o americano Steiner sugeriu que se fizesse urn re-estiramento ap6s ocorrerem as 
perdas por retrac;:ao e deformac;:ao lenta do concreto, afim de se recuperarem as perdas; no entanto, 
dificuldades construtivas levaram a ideia de evitar a fissurac;:ao por pre-tensao a ser deixada de 
!ado. Passaram-se entao 20 anos ate chegar o segundo periodo de desenvolvimento, quando 
comec;:aram os exitos. 
Em 1919, K. Wettstein fabricou pranchas de concreto de pequenas espessuras ( as 
denominadas pranchas de Wettstein) com cordas de piano fortemente tencionadas. Ele foi o 
primeiro a usar ac;:o de alta resistencia sob elevadas tensoes, embora sem ter plena consciencia de 
que estas eram as condic;:oes previas decisivas para o exito do concreto protendido. 
0 primeiro a reconhecer que se deveria utilizar fios de alta resistencia sob elevadas 
tensoes foi R. H. Dill, de Alexandria, Nebraska, em 1923. 
As hip6teses fundamentais necessarias para o exito obtido pelo concreto protendido foram 
pela primeira vez estabelecidas e descritas de maneira absolutamente correta por Eugene 
Freyssinet, o qual em 1928 patenteou urn sistema de protensao com tensoes no ac;:o superiores a 
4000 kgf I cm2• 0 merito especial de Freyssinet estit no fato dele ter pesquisado a retrac;:ao e a 
deformac;:ao lenta do concreto, tendo dai retirado as conclusoes corretas aplicaveis ao concreto 
protendido. 
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Freyssinet foi tambem quem executou a primeira obra de concreto protendido. Em 1941 
projetou a ponte em portico biarticulado sobre o rio Marne em Lucancy, a qual s6 pode ser 
concluida ap6s o termino da 2" Guerra Mundial. Posteriormente mais cinco pontes do mesmo tipo 
foram construidas sobre o rio Marne. 
1.2. TIPOS DE CONCRETO PROTENDIDO 
Os tipos de concreto protendido se dividem em: concreto protendido com aderencia e 
concreto protendido sem aderencia. 
1.2.1 CONCRETO PROTENDIDO COM ADERENCIA 
0 concreto protendido com aderencia se divide em dois tipos: aderencia inicial e 
aderencia posterior. 
1.2.1.1 CONCRETO PROTENDIDO COM ADERENCIA INICIAL 
( ARMADURA DE PROTENSAO PRE- TRACIONADA) 
E aquele em que o estiramento da armadura de protensao e feito utilizando apoios 
independentes da pes;a, antes do lans;amento do concreto, sendo a ligas;ao da armadura de 
protensao com os referidos apoios desfeita ap6s o endurecimento do concreto, a concretagem no 
concreto realiza-se por aderencia. 
Pode-se dizer que este processo e dividido em tres fases, sendo a prirneira referente 
somente a distensao da armadura independente da pes;a de concreto, onde os apoios de ancoragem 
da armadura estao dispostos fora da pes;a 
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1 • Fase 
~ annadura distendida antes da concretagem ~ '~:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::=::::::::tt Apoios de ~ ~ ancoragem 
FIGURA 1.1 - Barras de a~o distendida na pista de protensiio 
Ap6s as annaduras serem distendidas com o valor real de c:ilculo, j:i somadas todas as 
perdas, e concretada a pes:a. 
2" Fase 
pe~a concn!f:ada 
~ ~~ ~ ~ ~ ~I ~ '-.. ~ 
FIGURA 1.2 - Pec;a concretada na pista de protensiio 
Ap6s o concreto atingir a resistencia de c:ilculo a annadura e cortada com a manifestas:ao 
da aderencia entre a annadura e o concreto, ambos passam a trabalhar como pes:a Unica. 
3" Fase 
pe~a concretada 
~ ' ~~ ~ ~ Sj ' ~ F ~ ~ ~ F 
FIGURA 1.3 - Corte da armadura apiis a pec;a concretada 
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Este tipo de protensao e muito utilizado em pistas de protensao, onde sao fabricadas lajes 
alveolares e vigotas protendidas. Uma pista de protensao pode medir mais de 200 metros. As 
formas dessas lajes sao concretadas ao longo desse comprimento. Ap6s o endurecimento do 
concreto paineis sao cortados na medida desejada e transportados para a obra. 
Paine! de laje alveolar 
armadura de protensao 
FIGURA 1.4- Exemplo de laje alveolar e vigota protendida 
Vigota p/ laje 
pr8-moldada 
1.2.1.2 CONCRETO PROTENDIDO COM ADERENCIA POSTERIOR 
(ARMADURA DE PROTENSAO POS-TRACIONADA) 
E aquele em que o estiramento da armadura de protensao e realizado ap6s o 
endurecimento do concreto utilizando-se, como apows, partes da propria pe<;a, criando-se 
posteriormente aderencia com o concreto de modo permanente. A aderencia da pe<;a de concreto 
com a armadura e feita injetando nata de cimento nos vazios da armadura com a bainha. Alem da 
aderencia a inje<;ao de nata serve para proteger a armadura de protensao contra a corrosao. A 
inje<;ao de nata de cimento deve ser feita imediatamente ap6s a protensao, caso seja preciso de 
uma reprotensao dos cabos, e necessaria tomar providencias que impe9am o ataque da armadura 
durante o tempo em que o cabo nao esta injetado. Para inje<;ao de nata algumas exigencias devem 
ser tomadas: o cimento deve ser portland sem conter cloreto de calcio, ou halogenetos capazes de 




pe~a de concreto 
bainha 
cabo 
FIGURA 1.5 - Concreto protendido com aderencia posterior 
Podemos dizer que a protensao com aderencia posterior se divide em 4 fases. 
1" fase 
~~ I I ~ ~ '-"- ;::::::..--:::::: ·~. "- -~-






FIGURA 1.6 - Fixa~iio das cordoalhas no estribo e armadnra de pele da pe«;a 
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Na montagem dos estribos e da annadura passiva, a bainha metalica com as cordoalhas em 
seu interior sao fixadas nos estribos, ja com a curvatura projetada nos calculos. 
:ZO fase 
Ap6s a montagem das annaduras ativa e passiva, sao colocadas as fonnas e concretada a 
pe<;a de concreto. 
3" fase 
FIGURA 1.7 Protensao da pe.;a de concreto 
Ap6s o concreto adquirir a resistencia necessaria e feita a protensao na pe<;a de concreto. 
4" fase 





FIGURA, 1.8 - Inje~ao de nata de cimento na pe«;a de concreto 
inje<;ao de nata 
de cimento 
Para se certificar que toda a bainha esteja preenchida com nata de cimento sao deixados 
respiros (purgadores) que permitem visualizar a saida de nata, impedindo assim a forma<;ao de 
vazios no interior da bainha. 
A utiliza<;ao da bainha metitlica e nata de cimento na protensao com aderencia posterior, 
devemos agradecer ao professor Figueiredo Ferraz que, no final da decada dos anos 50, idealizou 
o sistema baseado somente na aderencia dos fios dentro da calda de inje<;ao, o que evidentemente 
so funcionava no interior de uma bainha metalica. 
Ha cerca de quatro anos foi introduzido no Brasil a monocordoalha engraxada, para a 
utiliza<;ao em protensao nao aderente, sendo sua principal aplica<;ao no campo de Iajes planas e 
pisos de aeroportos. Suas principais vantagens sao a baixa perda de atrito e por nao haver 
necessidade de inje<;ao de nata de cimento. 
1.2.2 CONCRETO PROTENDIDO SEM ADERENCIA 
Existem dois tipos de concreto protendido sem aderencia: o concreto protendido sem 
aderencia com elementos de armadura externa e o concreto protendido com elementos de 
armadura de protensao internos . 
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1.2.2.1 CONCRETO PROTENDIDO SEM ADERENCIA DA AR1VlADURA 
DE PROTENSAO EXTERNA 
FIGURA 1.9 - Concreto protendido sem aderencia- elementos externos 
1.2.2.2 CONCRETO PROTENDIDO SEM ADERENCIA COM 
ELEMENTOS DE ARMADURA DE PROTENSAO INTERNOS 
E identico ao concreto protendido com aderencia posterior sem a inje9ao da nata de 
cimento, podemos citar como exemplo os cabos engraxados. 
A utilizayao de concreto protendido sem aderencia, segundo o item 4.3 da NBR 7197 I 
1989, s6 e permitido em pe9as que na solicitayao final ( protensao + carga permanente + 
sobrecarga ) nao possuam tensoes de tra9ao no concreto. Para pontes ferroviarias a prescri9ao e de 
que s6 podera ser empregado concreto protendido com aderencia. 
Segundo Vasconcelos, no Brasil na ausencia de a9os nacionais de alta resistencia, ate 
meados do final da decada de 50, era necessaria usar a90 importado ou a90 menos resistente com 
previsao de perdas percentualmente mais elevadas. Para a construyao da primeira obra, em 1947, 
a ponte do Galeao, tudo foi importado, desde o projeto ate o a9o, as ancoragens e o equipamento 
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para a aplica<;ao da protensao. Em 1952 a Companhia Siderurgica Belgo Mineira iniciou a 
fabrica<;ao do a<;o de protensao, mas apenas o tipo de fio de as:o denominado " patenting " de 
difunetro 5mm. A segunda obra brasi1eira, a ponte de Joalheiro, foi feita com esse a<;o brasileiro. 
Duffes Andrade, o pioneiro no Brasil na produ<;ao de concreto protendido " Sistema 
Hoyer", em 1956, nao existindo ainda arames finos de alta resistencia de fabrica<;ao nacional usou 
os fios de arame para prego. Estes arames possuiam, pelo fato de serem muito finos, uma 
resistencia suficientemente elevada. 
Em 1958 come<;ou-se a efetuar o tratamento termico de alivio de tensoes o que melhorou 
bastante o desempenho do as:o. Foram tambem produzidos difunetros de 7 e Smm. 
1.3 SISTEMAS DE PROTENSAO NO BRASIL 
1.3.1 SISTEMA FREYSSINET 
Durante cerca de 6 anos, a partir do inicio em 1947, a Unica patente explorada no Brasil 
foi a Freyssinet. A primeira grande aplicas:ao da patente Freyssinet no mundo se deu na Ponte do 
Galeao, que une a ilha do Governador a ilha do Fundao no Rio de Janeiro. 
A Stup, logo que foi fundada no Brasil em 1950, orientava o usufuio desde a fase de 
projeto ate a execus:ao dos cabos e coloca<;ao das ancoragens, como tambem na aplicas:ao da 
protensao e sua medida. Os equipamentos de protensao e de injes:ao das bainhas eram alugados ao 
usufuio e o acompanhamento dos trabalhos era feito por pessoal especializado da propria Stup. 
Para que a patente Freyssinet pudesse ser aplicada em todo o pais, sem necessidade de 
recorrer ao escrit6rio da Stup em cada concorrencia, e para cada projeto, o engenheiro Carlos 
Freire Machado, ( outro pioneiro das aplicas:oes do concreto protendido no Brasil ), designou em 
cada centro importante urn representante credenciado, capaz de levar a cabo a dificil tarefa de 
desenvolver projetos econ6micos e de execu<;ao segura. 
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1.3.1.1 APLICA<;OES NO BRASIL UTILIZANDO 0 SISTEMA 
FREYSSINET 
Os primeiros projetos de obras em concreto protendido foram desenvolvidos na Frans;a 
pela Stup francesa. As tres primeiras obras feitas no Brasil nestas condis;oes foram: 
- Ponte do Galeao Rio de Janeiro ( primeira obra de concreto protendido construida no 
continente das Americas, sendo recorde Mundial; 
-Ponte sobre o Rio Sao Francisco em Juazeiro, na Bahia; 
-Barragem de Emestina no rio Jacui, Rio Grande do Sui. 
1.3.1.1.1 OS PRIMEIROS PROJETOS BRASILEIROS DESENVOL VIDOS 
SOB ORIENTA<;AO DO ENG° CARLOS FREIRE MACHADO 
-Ponte sobre o canal do Mangue, Rio de Janeiro; 
- Viaduto do Deodoro, Rio de Janeiro; 
- Ponte sobre o Rio Grande na Via Anchieta, Rod. Sao Paulo- Santos; 
- Ponte em viga continua sobre o Rio Suassui, Minas Gerais; 
- Marquise do Hip6dromo de Porto Alegre, Rio Grande do Sui. 
1.3.2 SISTEMA RUDLOFF 
Depois do Sistema Freyssinet, o Sistema Rudloff foi o que teve a maior repercussao no 
Brasil, tendo como vantagem de ser urn sistema genuinamente brasileiro sem necessidade de 
pagar " royalties ". Seu idealizador o Eng.• Jose E. Rudloff Manns, formado em 1943 na " 
Universidade do Chile, em Santiago, como engenheiro civil e mecanico. Seu primeiro contato no 
Brasil com obras de concreto protendido o entusiasmou de tal forma que, em outubro de 1953, 
tomou a decisao que iria revolucionar sua vida profissional e mais tarde influenciar grandemente 
o desenvolvimento desta tecnologia no Brasil. Rudloff dominava o alemao, ingles e frances, 
indispensaveis ao estudo da literatura especializada da epoca. Sua meta escolhida era projetar 
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urna unidade de ancoragem de pequena capacidade, ( digamos dois arames de al(o de 5mm, os 
Unicos existentes no Brasil ) , com possibilidade de aurnentar seu niimero gradativamente, 
formando cabos mais possantes. De inicio comei(OU a pretender pe9as relativamente pequenas. 0 
problema era encontrar estas ancoragens. A primeira conclusao importante era que a cunha mais 
econ6mica deveria ser inteiramente plana para ancorar dois arames por vez. A fabrica9ao de urna 
cunha reduzia-se a urn s6 golpe de prensa de estampar e seria possivel produzir rnilhares de 
cunhas por dia. 0 uso da cunha tronco-c6nica de concreto cintado tipo Freyssinet, tambem muito 
econ6mica, estava vedado pois era protegido por patente. 
1.3.2.1 APLICA<;OES NO BRASIL UTILIZM'DO 0 SISTEMA RUDLOFF 
- Em 1954 foram construidas 3000 vigotas de 5 e 6 metros para terl(as de telhado, para a 
fiibrica Elclor na esta9ao Rio Grande ( alto da Serra em Sao Paulo ), utilizando 2 fios de 5mm em 
cada viga; 
-Em 1956 foi realizada a primeira ponte em Porto Ferrao, sobre o Rio Tiete, Sao Paulo; 
- Ate 1974 foram protendidas, com diversas firmas construtoras cerca de 1000 obras, 
sendo a que merece destaque por sua repercussao a Obra Elevado Costa e Silva, cognorninado de 
"Minhocao ", em Sao Paulo. 
1.3.3 SISTEMA FERRAZ 
Quando Rudloff iniciou a fabricayao de vi gas de concreto protendido de fios aderentes de 
$ 5mm em pistas de protensao em 1957, o sucesso tecnico do empreendimento despertou 
interesse no Prof" Jose Carlos de Figueiredo Ferraz, Este talvez urn tanto incredulo na epoca, 
influenciado eventualmente pelas publical(i'ies alemas que s6 aceitavam o sistema da ordem de $ 
2mm, quis apreciar com os pr6prios olhos o nao escorregamento dos fios de $ 5mm. Ferraz fez a 
seguinte reflexao: se e possivel realizar a aderencia com fios grossos de $ 5mm previamente 
tracionados nurna pista de protensao, com configural(ao retilinea, por que nao se pode fazer o 
mesmo dentro de urn duto metiilico embutido no concreto, com o qual se pode garantir a 
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aderencia ap6s a inje9ao. Esta pergunta amadureceu no espirito de Ferraz e deu origem ao seu 
processo de protensao. 
1.3.3.1 APLICA<;OES NO BRASIL UTILIZANDO SISTEMA FERRAZ 
- A primeira obra executada com este sistema foi urna ponte sobre o Rio Tiete em 
Jurumin; 
- Edificio do Jomal "A Gazeta", na Av. Paulista em Sao Paulo, anode 1960. 
- Centro de Abastecimento de Sao Pulo, construido pela Cia Construtora Nacional em 
1962 ( 35 metros de vao, 400 metros de extensao). 
-Museu de Arte de Sao Paulo, concluido em 1969, recorde mundial de viga de concreto 
protendido em edificios, com 74 metros de vao, constru9ao de Sociedade Construtora Heleno & 
Fonseca S/A. 
1.3.4 SISTEMA PFEIL 
0 Prof. Walter Pfeil desenvolveu dois sistemas de protensao, sendo o primeiro 
desenvolvido em 1960, inicialmente chamado de " Sistema Pre-load" e o segundo desenvolvido 
em 1965 baseado nurn cintamento continuo, aplicado nurna face da viga, sem utiliza9ao de 
grandes macacos, geralmente conhecido como sistema Pfeil. No sistema Pfeil os cabos 
constituidos por urn nfunero qualquer de fios correm normalmente do !ado extemo da viga, junto 
a alma, dispondo-se simetricamente dos dois !ados. Como os cabos sao extemos, nao ha 
necessidade de bainhas, existindo apenas urn ber90 de a9o nos pontos de desvios do cabo. Uma 
das extremidades do cabo entra na pe9a de concreto de urn comprimento suficiente para resistir 
por aderencia a for9a total de protensao. Na outra extremidade, onde se aplica a fowa de 
protensao, o cabo fica imerso no concreto de urn bloco, separado da viga, em que a extremidade 
do bloco e m6vel permitindo aplicar urn alongamento ao cabo de protensao. 
Com a mudan9a para cordoalhas, o sistema Pfeil perdeu o interesse pois se tomava 
impraticavel sem equipamentos mais poderosos para protensao e fixa9ao provis6rias de cada 
elemento do cabo. 
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1.3.4.1 APLICA<;OES NO BRASIL UTILIZANDO 0 SISTEMA PFEIL 
-Ponte sobre o rio Paraiba, na BR 116, com 214 metros, Rio de Janeiro; 
- 3 viadutos de acesso a Pindamonhangaba, a Santa Isabel e a Bonsucesso, na Via Dutra, 
com v1io de 28 metros; 
- Ponte sobre o rio Araguari, com 200 metros de comprimento( Minas Gerais); 
-Ponte sobre o rio Mucuri com 150 metros (Bahia); 
Viaduto sobre o Ribeirao Grande com 340 metros, BR 116 (Parana). 
1.3.5 SISTEMA VSL 
Sistema suiyo, introduzido no Brasil por Giovani Crivelli, em 1968 na Barragem de 
Estreito. As letras VSL significam "Vorspann System Losinger", do nome do seu criador Vinzenz 
Losinger. Criado nos anos 50 o sistema Losinger nada tern aver com o atual pois na epoca n1io se 
realizava cordoalhas e sim fios ou barras. Pela necessidade de concorrer economicamente com 
outros Losinger foi obrigado a reestudar o problema colocando sua equipe de engenheiros em 
Bema em intensa pesquisa a partir de 1956. 
0 novo Sistema VSL foi o primeiro a existir com protens1io simu!t1inea de urn nillnero 
variavel de cordoalhas ancoradas uma por uma com cunbas tronco-conicas. Para conseguir este 
feito foi necessitrio tambem re-projetar macacos capazes de exercer uma for9a de protensao 
inicial de quase 500 tfem 31 cordoalhas de$ 12,7 mm simultaneamente. 
1.3.5.1 APLICA<;OES NO BRASIL UTILIZANDO 0 SISTEMA VSL 
As primeiras obras realizadas com o sistema VSL, tiveram de enfrentar " encarni9ada " 
concorrencia com os outros sistemas ent1io vigentes no pais foram: 
- Viga de Munbao da barragem de llha Solteira, Sao Paulo, projeto da Themag 
Engenharia; 
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-Ponte Colombo Salles em Florian6polis, projeto do escrit6rio Tecnico Figueiredo Ferraz; 
- Edificio da Vener:ivel Ordem 3° de Sao Francisco da Penitencia, no Rio de Janeiro, 
projeto de VSL- Alfredo Simoes; 
- Centro Empresarial de Sao Paulo, projeto do escrit6rio tecnico Figueiredo Ferraz (1974 
/77), maior aplicavao do sistema VSL no mundo com extensao fora do comum em :irea de lajes 
protendidas ( 143.500 m2 ). 
1.3.6 FUSAO VSL E RUDLOFF 
As duas firmas se fundiram em 1981. Da firma resultante merece destaque a protensao da 
pista de taxiamento da base militar de Canoas. 0 dimensionamento foi feito para o aviao Boeing 
727-200, tendo o revestimento uma espessura de 15 em e os trechos entre as juntas urn 
comprimento de 115 metros. A protensao foi realizada nas direv5es longitudinal e transversal 
utilizando cordoalhas. Foi a primeira pista de pouso brasileira, em que o projeto ( M. Schimid ) 
da protensao e as pr6prias juntas de dilatavao (Met:ilicas J. Rudloff) foram de procedencia 
brasileira. 
Foram no total 12 lajes totalizando 1360 metros, concretadas e protendidas em 7 meses. A 
protensao dos cabos longitudinais foi feita na regiao central das lajes. 
1.3.7 SISTEMA BAUR- LEONHARDT E A PONTE DO GUAIBA 
Entre 1955 e 1960 foi executado ap6s muitos "percalvos " financeiros, o conjunto de 
pontes sobre o delta do Rio guaiba em Porto Alegre. 0 conjunto das obras totalizou 5665 metros 
de pontes, com grande variedade de tipos. 
Ap6s uma criteriosa concorrencia, em que nao dependia somente da construtora que desse 
o menor preyo, a firma Azevedo Bastian e Castilho foi a vencedora, tendo sido os c:ilculos 
encomendados ao prof. Leonhard, detentor dos direitos de uso de seu processo de protensao com 
cabos de grande potencia. 
Para a construvao da obra o mestre W. Baur, s6cio de Leonhardt e profissional de ensino 
medio, esteve duas vezes durante Iongo tempo na obra para ensinar a execuvao do processo, que 
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era uma novidade no Brasil. Mesmo com a assistencia tecnica desse profissional nao foi possivel 
evitar um fato desagradavel. Para conseguir uma superficie lisa no apoio dos macacos fizeram um 
recapeamento com enxofre derretido, como se utiliza em corpos de prova em ensaios de 
laborat6rio . As conseqiiencias foram que os vapores de anidrido sulfuroso corroeu o a9o alemao 
provocando ruptura fragil. Felizmente a viga estava apoiada no cimbramento nao ocasionando 
nada de grave, a nao ser o prejuizo com a armadura . 
Nao se sabe se por motives do nao recebimentos de honorarios ou de dificuldades de 
remessa de dinheiro para o estrangeiro Leonhardt faz men91io do mau comportamento dos 
brasileiros. Os motives verdadeiros nunca foram conhecidos; entretanto, Leonhardt elogia muito 
o desempenho da firma empreiteira e, em especial, de Jorge Vieira Bastian, de cujos esfor9os 
resultou o sucesso da obra. 
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2. LAJES PROTENDIDAS 
2.1 HISTORICO DAS LAJES PROTENDIDAS 
Segundo FREYSSINET [ 14 ], as 1ajes de p1so em concreto armado, macwas e de 
espessuras constantes, foram desenvolvidas no mundo inteiro, mas especialmente nos EE.UU.( 
Estados Unidos ) a partir de 1944, gra9as its suas incompaniveis vantagens de velocidade e de 
simp1icidade de execu9ao. 
0 concreto protendido, cuja principal utiliza9ao era destinada a constru96es de pontes 
para veneer grandes vaos e sobrecargas, teve seu campo de aplica91io ampliado sendo empregado 
nas constru96es de lajes protendidas com a mesma finalidade. Em 1955, e sobre urn projeto da 
Stup Freyssinet, o primeiro modele reduzido de laje de piso em concreto protendido comprovava 
as excepcionais qualidade deste tipo de estrutura. 
Anos mais tarde, a primeira realiza9ao pnitica ocorria nos EE.UU.( Estados Unidos), e ate 
fins dos anos 80 mais de 10 milhoes de metros quadrados de lajes de piso em concreto protendido 
ja tinham sido realizados nesse pais, consumindo mais da metade da sua produ9ao anual de a9o 
de protensao. 
No periodo entre 1967 e 1983 pesquisas realizadas pelo Post - Tensioning - Institute 
Phoenix , Arizona apontou que mais de 180 milhoes de metros quadrados de lajes pos-
tensionadas estavam concretadas, utilizando aproximadamente 200.000 toneladas de material de 
pos-tensao. 
A primeira laje pos-tensionada nos Estados Unidos foi construida em meados de 1950. A 
mawr parte das 1ajes pos-tensionadas construidas nesta epoca foi associada ao metodo de 
constru9ao de laje suspensa. Nesta aplica9ao o pos- tensionamento foi introduzido para solucionar 
problemas de peso, deflexao e de fissura9ao. 
Canada e Australia sao dois outros paises em que essa tecnica se expandiu 
consideravelmente; na Australia , por exemplo, a metade do a9o de protensao produzido 
anualmente e empregado em lajes de concreto protendido. 
Embora as lajes macic;as protendidas tenham chegado ao Brasil na decada de 70, ainda 
existe muita resistencia a sua aplicac;ao; tecnicos da area atribuem isso a propria inercia da 
construc;ao civil no Brasil, a falta de programas especificos para estruturas protendidas no 
mercado e a pequena carga horana destinada ao concreto protendido nas escolas de engenharia, 
sendo esta a maior critica dos projetistas estruturais. 
No Brasil, a tecnica do p6s- tensionamento de lajes absorveu nos ultimos anos, cerca de 
40 % do ac;o de protensao empregado no pais, mas, em vista de suas vantagens, preve-se urn 
desenvolvimento cada vez mais rapido. 
No inicio da utilizac;ao das lajes protendidas, pouco se conhecia sobre seu 
comportamento; por esta razao, criterios de c:ilculo tendiam a ser conservadores, sendo as 
tecnicas de c:ilculo dificeis e com muito tempo gasto na sua elaborac;ao. Possivelmente a razao 
mais importante para o crescimento das lajes p6s- tensionadas foi o desenvolvimento e 
disseminac;ao de tecnicas que simplificaram grandemente 0 calculo e analise dos elementos p6s-
tensionados linearmente independentes. A tecnica de " Load-Balancing" (Balanceamento de 
Cargas) foi introduzida pelo Professor LinT. Y. [17], em 1963, consistindo numa tentativa de 
balancear uma parcela das ay5es verticais atuantes na estrutura. Ela considera os efeitos da 
protensao como forc;as verticais atuantes na estrutura, e os efeitos da protensao como forc;as 
extemas agindo em sentido contrano ao dessas a96es; deste modo os esforc;os da protensao agem 
ao contrario dos carregamentos aplicados na peya. Este conceito elimina muitos dos metodos de 
calculo utilizados anteriormente e quase todos os dificilimos trabalhos matematicos associados 
com an:ilise de membros p6s-tensionados. 
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2.2 FUNCIONAMENTO DA PROTENSAO 
Quando se traciona urn cabo ondulado este tende a se retificar , criando desta maneira urn 
carregamento dirigido para o centro de curvatura do cabo considerado. 
Desta forma, com urna escolha criteriosa da for<;:a de protensao e da curvatura do cabo, e 
possivel criar artificialmente urn carregamento oposto ao carregamento extemo a compensar. 
No concreto protendido, as tensoes previas e de car:iter permanente sao introduzidas 
atraves de cabos de a<;:o tracionados e ancorados no proprio concreto. Estes esfor<;:os anulam ou 
limitam em muito as tensoes de tra<;:ao, retardando o aparecimento de fissuras, permitindo assim 
trabalhar com toda a pe<;:a de concreto a compressao, visto que no concreto armado utilizamos 
somente a pequena parcela comprimida, sendo a parcela tracionada desprezada para c:ilculo. 
A protensao e urn artificio utilizado para introduzir nurna estrutura tensoes previas com a 
finalidade de melhorar sua resistencia e seu comportamento, sob diversos tipos de carregamento, 
permitindo assim reduzir o peso proprio da estrutura e aurnentar vaos e sobrecargas, jii que os 
materiais empregados sao de alta resistencia. 
As lajes maci<;:as protendidas foram introduzidas nos canteiros brasileiros na decada de 70, 
e possibilitava veneer vaos bern maiores do que as lajes concreto armado. Em urna viga 
protendida podemos chegar a adotar metade da altura da viga de concreto armado de mesmo vao, 
em lajes protendidas podemos chegar a alturas bern inferiores as lajes de concreto armado, 
adotando com sobrecargas bern acima das utilizadas em concreto armado. 
0 fato de vencermos vaos maiores indica que os pilares poderao ser mais 
convenientemente espa<;:ados , acarretando maiores possibilidades arquitet6nicas. Urn born 
exemplo e a garagem de urn edificio, em que muitas vezes o projetista estrutural precisa fazer o 
posicionamento e calcular viirias vezes a estrutura ate que viabilize o trajeto ideal de veiculos. 
Como as lajes protendidas possibilitam maiores vaos entre pilares, este trabalho de 
posicionamento e amenizado. As lajes de concreto protendido sao sempre mais esbeltas do que as 
lajes de concreto armado 
Alem das lajes maci<;:as protendidas moldadas "in loco", podemos utilizar as lajes 
protendidas pre-fabricadas . Quando a protensao de laj es na obra se toma invi:ivel por razoes 
tecnicas e econ6micas, a melhor altemativa sao as pe<;:as protendidas pre-fabricadas. Utilizadas 
19 
em obras de menores dimensoes, esta96es de metro, edificios, em que se eliminam do canteiro as 
etapas criticas de colocayao dos cabos, concretagem e cura da laje. 
FIGURA 2.1 - Vigotas Pre-Moldadas Protendidas 
No Brasil possuimos uma grande variedade de sistemas protendidos para a montagem de 
lajes, desde vigotas para composiyao de blocos cerfunicos ate paineis alveolares que possibilitam 
veneer vaos de ate 15 metros para forro com apenas !Scm de altura. 
FIGURA 2.2 -Paine! de Laje Alveolar Protendida 
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0 corte de pe9as 
protendidas pre 
fabricadas e feito com 
serra diamantada. As 
lajes protendidas 




estudos pn!vios, com 
cortes curvos ou 
diagonais. 
FIGURA 2.3 - Exemplo de Aplicac;iio e Corte do Painel de Laje Alveolar 
2.3 PRE-DIMENSIONAMENTO DAS LAJES MACI(:AS PROTENDIDAS 
A Norma de Concreto Protendido NBR 7197 I 1989 no tocante a lajes protendidas e 
omissa, pois so descreve lajes macic;as sem vigas e sem capiteis. 
De acordo com o item 9.5.1.1, da NBR 7197, a espessura das lajes protendidas sem vigas 
nao deve ser inferior a 16cm. 
0 item 9.5.1.2 da NBR 7197 nao permite esbeltez A.lh (relac;ao entre o menor vao A. e a 
espessura h ) superior a 60. No caso de lajes de piso com carga acidental superior a 3 KN/m2, 
somente e permitida esbeltez superior a 40 mediante comprovac;ao da seguranc;a em relac;ao aos 
estados limites de utilizac;ao de deformac;oes e de vibrac;oes excessivas. 
A espessura do concreto entre a face da laje e a face da bainha deve ser, no minimo, igual 
ao seu diiimetro. 0 cobrimento do cabo deve ser igual ou superior a 30mm, devendo levar em 
conta as condic;oes de exposic;ao da estrutura e a seguranc;a contra incendios. 
Como para lajes simplesmente apoiadas e continuas com vigas nas bordas a Norma nao 
fez nenhuma especificac;ao, recorreu-se a uma publicac;ao da Stup Freyssinet Ltda. Onde sao dada 
informac;oes sobre o pre-dimensionarnento de cada tipo de laje, ou seja: 
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Lajes maci9as com faixa continua: 
1 h>-
- 48 
Lajes maciyas com faixas bi-engastadas: 
1 h<::-
42 
Lajes maci9as com faixa isostaticas: 
1 h>-
- 37 
Convem 1embrar que 0 passe decisive para a e1aborayaO de projetos de 1ajes protendidas e 
a modulayao dos vaos, que deve ser feita visando obter urn projeto econ6mico eficiente. Como a 
espessura da laje e determinada pelo maier vao, e interessante ter vaos com valores pr6ximos uns 
dos outros para que se possa ter maier aproveitamento dos materiais empregados na execuyao das 
lajes protendidas. 
2.4 VANTA GENS DE UTILIZA<;AO DAS LAJES MACI<;AS PROTENDIDAS 
1) Maier liberdade arquitet6nica devido a possibilidade de veneer grandes vaos, 
permitindo assim maier espa9amento entre pilares; 
2) reduyao do peso proprio por possuir se96es menores que as de concreto armado, 
possibilitando com isso menores cargas para os pilares, consequentemente menor area 
de concreto e a90 para pilares e menor carregamento transferido para a fundayao; 
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3) as pes;as em concreto protendido sao sempre mais esbeltas do que as de concreto 
armado, isto porque se utiliza CAD, acima de 30MPa, e as;o de alta resistencia CP175 e 
CP190; 
4) os materiais empregados, especialmente o as:o, sao praticamente ensaiados no 
momento da protensao; 
5) em garagens, alem de permitir melhor circulas:ao de veiculos, funs:ao dos maiores vaos 
entre pilares, a ausencia de vigas elimina as interferencias com as tubulas:oes de aguas 
servidas. 
2.5 APLICAc;Ao DAS LAJES MACic;AS PROTENDIDAS 
Nao ha limita9ao te6rica as aplica96es dessa solu9ao; no entanto, ela e especialmente 
interessante para vaos de 6 a 12 metros. Alem de 12 metros e recomendavel recorrer as vigas, 
nervuras, ou pe9as com caixao perdido. Para lajes alveolares pre- moldadas pode-se chegar a 15 
metros de comprimento para laje de forro com altura apenas de 15cm. As vigotas protendidas 
podem chegar a 10 metros de comprimento. 
Por suas vantagens, a solu91io com laje maci9a em concreto protendido e ap1icavel em 
todos os tipos de constrw;:ao: edificio-garagem, supermercado, sala de conferencia, hotel, banco, 
armazem, guarda m6ve1, biblioteca, edificio industrial, comercial, administrativo ou residencial, 
cobertura de silo ou reservat6rios, etc. 
Tambem deve-se acrescentar o caso da laje de piso em concreto protendido apoiada 
diretamente sobre o terreno, laje de piso industrial, de armazenamento, de fundo de reservat6rios, 
pistas de aeroportos, etc. Essa aplica91io apresenta sobre solu91io tradicional da laje em concreto 
nao armado, ou armado com a9o comum, as vantagens seguintes: 
- Ausencia de juntas, ate 300 metros de comprimento; 
- Ausencia de fissura9ao, tomando-a estanque; 
- Grande capacidade de carga admissivel mesmo com pequenas espessuras: 13 em para 
piso industrial, 18 em para pista de aeroporto modemo. 
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3. MANUAL PARA ENTRADA DE DADOS DO PROGRAMA GRPROT 
3.1 INTRODU<;AO 
Este capitulo sera dedicado a quem venha estudar o programa para a explica91io da entrada 
de dados do programa GRPROT, pode se dizer que a entrada de dados esta dividida em duas 
partes, sendo a primeira relacionada ao calculo da grelha e a segunda ao calculo da protensao. 
3.2 CALCULO DA GRELHA 
Para o calculo da grelha o programa se divide em 4 rotinas, sendo elas: DADOS, 
MATRJZELEM, DESLOCAMENTOS e AC::AONODAL. 
A rotina DADOS, como o proprio nome diz, e a rotina responsavel pela entrada de dados 
do programa. Esta rotina divide-se em 6 subrotinas: GERAL, CONTORNO, AC::AONODAL, 
SEQUENCIAL, NUMBARRA e CARREGAMENTO. Cada uma dessas subrotinas sera 
explicada individualmente, visto que a entrada de dados referente a grelha depende desta rotina. 
A rotina MATRJZELEM e responsavel pela forma91io da matriz de rigidez e do vetor de 
cargas de cada elemento. E feita tambem a transformavao da matriz de cada elemento 
transformando a matriz local em matriz global. Esta rotina esta dividida em 7 subrotinas: 
MATBV, GJRIV, JTDN, ROTAC::AO, CARGA, MATRJZRETANGULAR e 
CARGAGLOBAL. 
Para elaboravao da rotina MATRJZELEM foi utilizado o Metodo dos Elementos Finitos 
baseado no modelo dos deslocamentos para gerar a matriz de rigidez do elemento e o vetor de 
cargas. No capitulo 4 sera desenvolvida a formula91io da matriz de rigidez e do vetor de carga, 
sera apresentado resumido do Metodo dos Elementos Finitos e explicadas as demais subrotinas da 
rotina MATRIZELEM. 
A rotina DESLOCAMENTOS e responsavel pelo cillculo dos deslocamentos no sistema 
global de referencia. Esta rotina esta dividida em outras 3 subrotinas, sendo elas: TAMBANDA, 
DECOMPOSEBANDA e SOL VEBANDA. 
A rotina A<;:AOFINAL e responsavel pela mudan9a dos deslocamentos do sistema global 
para o sistema local de referencia . Tambem sao calculados nesta rotina esfor9os e rea\)oes de 
apoio para cada viga da grelha. 
A seguir e mostrado na figura 3 .1 o fluxograma da parte relacionada ao programa grelha 
com as rotinas e subrotinas conforme exposto na introduviio. 
MA1RIZ 
RET ANGULAR 
I CARGA GLOBAL I 
GRELHA 
Figura 3.1-Fluxograma referente a parte do programa de grelha 
26 
3.2.1 SUBROTINA GERAL 
3.2.1.1 DESCRic;AO DAS VARIA VEIS DA SUBROTINA GERAL 
NB .................... --'1- Nlimero de barras; 
NELEM ............ ---'1> Nlimero de elementos; 
NTNOS ............ --+ Nlimero total de nos; 
NOSCC ............. -+ Nlimero de nos com carga aplicada;. 
NNOSR ............. -+ Nlimero de nos restringidos( Apoios); 
NMAT .............. --+ Nlimero de materiais. 
3.2.1.2 EXPLICAc;AO DA SUBROTINA 
Esta subrotina fornece ao programa estes valores sendo que os mesmos serao utilizados 
nas rotinas posteriores. Estes val ores estao como val ores globais, ou sej a, permanecem constantes 
ate a execuc;ao da ultima rotina. 
Para agilizar o fornecimento de dados, no arquivo de entrada foram escritos no mesmo 
palavras ou abreviaturas que facilitam memorizar os valores a serem fomecidos. Esses valores 
deveriio estar na linha logo abaixo das palavras que auxiliam na sua identificac;iio 
OBS: Na linguagem FORTRAN as palavras come9adas com as letras i,j, k, 1, m, n, sao entendidas como valores inteiros; devido a 
isso existem virias palavras em que a primeira letra sera mudada propositadamente para indicar ao programa que a variavel e inteira ou reaL 
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3.2.1.3 EXEMPLO ILUSTRATIVO DO ARQIDVO DE ENTRADA DA 
SUBROTINA 
1 2 3 
~~----------~·----------~k Q) ® 
Figura 3.2 - Viga com dois elementos 
[ N.• BARRAS] [N.• ELEM].[N.• NOS][CARGA NODAL] .. [RESTRI<;OES] .. [N.• MAT] 
1 2 3 0 2 1 
Apos serem fornecidos os valores e necessaria deixar urna linha em branco, isto se deve 
para auxiliar a visualizayiio . Esta linha em branco esta imposta no programa como urna linha de 
coment:lr:io. Caso niio colocada, o prograrna apresentara mensagem de erro. 
3.2.2 SUBROTINA CONTORNO 
3.2.2.1 DESCRI<;AO DAS VARIA VEIS DA SUBROTINA CONTORNO 
IA .............. ~No restringido; 
Ll .............. ~Graus de liberdade no no ( 6 graus porno ). 
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3.2.2.2 EXPLICA<;AO DA SUBROTINA CONTORNO 
Para cada no existem 6 graus de liberdade, sendo entre eles 3 deslocamentos em (x, y, z) 
e 3 rotas:oes em (x, y, z). 0 "looping" se dani tantas vezes quantas forem os nU:meros de nos 
restringidos, e para cada no restringido sera necessaria fomecer 6 valores de graus de liberdade, 
sendo: 
0 -+ Livre para deslocamento e rotas:ao; 
1 -+ hnpedido para deslocamento e rotas:ao; 
Nesta subrotina sao fomecidas as condis:oes de contomo do exemplo a ser executado pelo 
programa., nos nos onde foram impostas restris:oes, serao fomecidas as reas:oes de apoio. 
Os valores a serem dados deverao estar logo abaixo das palavras que auxiliam a 
identificas:ao. 
3.2.2.3 EXEMPLO ILUSTRATIVO DO ARQUIVO DE ENTRADA DA 
SUBROTINA CONTORNO 
1 2 3 ·~----------~·----------~~ CD ® 
Figura 3.3 Viga bi-apoiada mostrando condil;oes de contorno 
[NO] [DX] [DY] [DZ] [RX] [RY] [RZ] 
1 1 1 1 1 1 1 
3 1 11 0 1 0 
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[NO] : N6 onde existe restri9ao; 
[DX] : Deslocamento no eixo x; 
[DY] : Deslocamento no eixo y; 
[DZ] : Deslocamento no eixo z; 
[RX] : Rota9ao no eixo x; 
[RY] : Rota9ao no eixo y; 
[RZ] : Rota9ao no eixo z. 
3.2.3 SUBROTINA A<;:AONODAL 
3.2.3.1 DESCRI<;:AO DAS VARIA VEIS DA SUBROTINA A<;:AONODAL 
IA .............. -+ N6 que possui carga 
AN ............ -+ Carga nodal aplicada ( 6 possiveis ). 
3.2.3.2 EXPLICA<;:AO DA SUBROTINA 
Para cada no existem 6 possiveis cargas, sendo elas: tres for9as nas dire9oes (x, y, z) e tres 
momentos nas dire9oes (x, y, z); o "looping" se dara tantas vezes quantas forem os nillneros de 
n6s com carga aplicada, e para cada n6 restringido sera necessano fomecer 6 valores de carga : 
Fx, Fy, Fz, Mx, My, Mz. 
Os valores a serem fomecidos deverao estar logo abaixo das palavras que auxiliam a 
identifica9ao. 
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3.2.3.3 EXEMPLO ILUSTRATIVO DO ARQIDVO DE ENTRADA DA 
SUBROTINA A<;AONODAL 
1 200kg h 3 
~~----------~2~tJ~lO~O~k-g-~m------~~ 
Figura 3.4 - Viga com carregamento nodal 
[NO] [ FX] [ FY] [ FZ ] [ MX ] [ MY] [ MZ ] 
2 0 -200 0 0 0 100 
Caso nao tenha carregamento, deixar uma linha em branco abaixo das palavras que 
auxiliam a identifica((ao. 
3.2.4 SUBROTINA SEQUENCIAL 
3.2.4.1 DESCRI<;AO DAS VARIA VEIS DA SUBROTINA SEQUENCIAL 
NLINHAS .. ~ Nlimero de linhas; 
Nl... ........... ~ No inicial; 
NUM .......... ~ Nlimero de nos na linha; 
INC ............. ~ Incremento de urn no a outro na linha; 
XI ............... ~ Coordenada inicial referente ao eixo x; 
YI ............... ~ Coordenada inicial referente ao eixo y; 
Zl.. ............. ~ Coordenada inicial referente ao eixo z; 
XF .............. ~ Coordenada final referente ao eixo x; 
YF ............... ~ Coordenada final referente ao eixo y; 
ZF .............. ~ Coordenada final referente ao eixo z; 
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3.2.4.2 EXPLICA(:AO DA SUBROTINA 
Esta subrotina faz a geras;ao automatica das coordenadas da barra, sendo necessano 
fomecer somente as coordenadas iniciais e finais de cada barra, sendo geradas automaticamente 
as coordenadas intermedianas, isto e, dos nos dos demais elementos finitos. 
3.2.4.3 EXEMPLO ILUSTRATIVO DO ARQUIVO DE ENTRADA DA 
SUBROTINA SEQUENCIAL 
h z 1 2 3 -4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 
l6METROS 
Figura 3.5 - Viga numerada com nos 
Para este exemplo serao fomecidos ao programa somente as coordenadas dos n6s 1 e 16, 
sendo as demais coordenadas geradas automaticamente . Para a viga acima o valor de NLINHA 
sera igual a I. 
[N°LINHAS] 
I 
[NO] [N• NOS] [INCREMENTO] [XI] [YI] [ZI] [XF] [YF] [ZF] 
1 16 I 0 0 0 16 0 0 
para a grelha abaixo, o valor de NLINHA sera o nfunero de nos existentes no eixo Z da 
estrutura, ou seja: 
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15 16 LillHA 5 
1m 
.J..J11L..-----j.....1.1""--?_ +.J...:1Pi!___14 LillHA4 
.L7--J.-.'L----+O;t__ __ 1 Q 





LillHA 1 2 
1m 
1 
lm lm 1m 
Figura 3.6- Exemplo de grelha numerada por linhas 
Para o exemplo da figura 3.6 o nlimero de linhas sera igual a 5, pois o numero de nos 
existentes em Z e igual a 5, sendo que para a primeira linha terao que ser fornecidas as 
coordenadas dos nos 1 e 2. Para a segunda 1inha sera necessario fornecer as coordenadas dos nos 
3 e 6, sendo os nos 4 e 5 gerados automaticamente. Para a terceira linha terao que ser fornecidas 
as coordenadas dos nos 7 e 10, sendo as coordenadas dos nos 8 e 9 geradas automaticamente. 
Para as demais linhas segue-se o mesmo raciocinio, ou seja: 
[N•LJNHAS] 
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3.2.5 SUBROTINA NUMBARRA 
3.2.5.1 DESCRI<;AO DAS VARIA VEIS DA SUBROTINA NUMBARRA 
NBARRAS ..... -+ Nfunero de barras; 
INELEM ........ --+ Nfunero de elementos em cada barra; 
IELINI ........... --+ Elemento inicial da barra; 
NIT ................. --+ No inicial da barra; 
INC ................ --+ Incremento referente a diferen9a entre o no inicial do elemento ao no final 
3.2.5.2 EXPLICA<;AO DA SUBROTINA 
Esta subrotina fomece ao programa os nos inicial e final de cada elemento; com isso e 
calculada a dimensao longitudinal de cada elemento e o valor dos cosenos diretores no sistema de 
referencia (x, y, z). 
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3.2.5.3 EXEMPLO ILUSTRA TIVO DO ARQUIVO DE ENTRADA DA 
SUBROTINA SEQUENCIAL 
BARRA 1 h y BARRA 2 
B.ARRA4 
® N"DO ELEME:NTO 
• N" DOS NOS DO ELEME:NTO 
Figura 3. 7 - Exemplo de grelha com numera~iio dos nos e elementos 
Esta subrotina faz a gerayao automatica do n6 inicial e final de cada elemento; isto se o 
incremento do n6 inicial e final permanecerem constantes ao Iongo da barra. 
Incremento nada mais e que a diferens:a algebrica dos dois nos do elemento. Exemplo: Na 
figura 3. 7 o incremento do n6 inicial do elemento I para o n6 final do elemento 2 e I, e o n6 final 
do elemento 1 para o n6 final do elemento 2 e tambem 1. Do elemento 2 para o elemento 3 o 
incremento do n6 inicial e final tambem e I, note que as barras 2 e 3 seguem o mesmo raciocinio, 
pois o incremento e constante ao Iongo da barra . Caso s6 existissem as 3 barras no eixo X, a 












Note que s6 foi preciso indicar os dados do 1° elemento da barra, sendo os dados demais 
elementos gerados automaticamente. 
Agora e montado o arquivo de dados das barras em relac;ao ao eixo Z, isto considerando 
que s6 existissem estas duas barras 
Estes exemplos estao sendo feitos separadamente para melhor entendimento, p01s no 
arquivo de entrada o NBARRAS teni que ter o valor Unico para a estrutura e nao em partes como 
esta sendo feito aqui, mas aqui, para melhor entendimento, sera feito em partes e no final sera 
montado o arquivo de entrada para a estrutura inteira. 
Deve-se notar que na barra, em relac;ao ao eixo Z, a diferenc;a dos nos do elemento 10 
nao e igual a do elemento 11 para 0 elemento 12, pois, do elemento 10 para 0 11, a diferenc;a 
entre o n6 inicial e 3 e do n6 final e 4 e do elemento 11 para o elemento 12 a diferenc;a do n6 
inicial e 4 e do n6 final e 4, nao sendo possivel fazer a gerac;ao automatica para a barra inteira. 
Para este caso dividiremos a barra de 4 elementos em 3 NBARRAS, pois nos elementos 
n°ll e n°12 a diferen<;a permanece constante, onde no elemento n°ll a diferenc;a do n6 inicial e 4 
e do n6 final e 4 sendo que no elemento 12 a diferenc;a permaneceu constante, pois para o n6 
inicial a diferenc;a e 4 e para o n6 final a diferenc;a e 4. No elemento n°13 volta a mudar o 
diferenc;a sendo o n6 inicial igual a 4 e o n6 final e igual a 3. Entao para as duas barras em relac;ao 


















[ 1\.'II ] [INC] 
1 3 ~ DADOS DA BARRAN"4 4 4 
12 ~ .> 
2 3 
5 4 ~ DADOS DABARRA N"S 
13 3 

























~ 1 .> 
7 1 
11 1 
1 ~ .> 
4 4 
12 3 




3.2.6 SUBROTINA MATERIAL 
3.2.6.1 DESCRI<;:AO DAS VARIA VEIS DA SUBROTINA 
MATERIAL 
ITIPO ....... ~ Tipo do material (1, 2, 3 dependendo da quantidade do NMAT ); 
ELINI.. ..... ~ Elemento inicial que contenha o dado material; 
ELFIN ...... ~ Elemento final que contenha o dado material; 
CP ............ ~ Coeficiente de Poisson; 
AMY ........ ~ Modulo de elasticidade do material (Modulo de Young); 
GAMA ..... ~ Peso especifico do material; 
BASE ....... ~ Largura da ses;ao transversal; 
ALTURA.~ Altura da ses;ao transversal; 
Supoe-se que a pes;a tern ses;ao retangu1ar 
3.2.6.2 EXPLICA<;:AO DA SUBROTINA MATERIAL 
Esta sub rotina fomece ao programa as propriedades do material da estrutura a ser 
analisada. Estes valores serao utilizados na formas;ao da matriz de rigidez de cada elemento para 
posteriormente serem agrupados na matriz de rigidez global da estrutura. 
Os valores a serem fomecidos no arquivo de entrada deverao ficar logo abaixo das 
palavras que auxiliam a identificas;ao. 
3.2.6.3 EXEMPLO ILUSTRATIVO DO ARQUIVO DE ENTRADA DA 
SUBROTINA MATERIAL 
[MAT][ELEM INIC][ELEM FINAL] [POISSON] [ELAST] [P ESPEC] [B] [H] 
1 1 5 0 100.000 0 .333 .07 
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3.2. 7 SUBROTINA CARREGAMENTO 
3.2.7.1 DESCRI<;AO DAS VARIAVEIS DA SUBROTINA 
CARREGAMENTO 
TKARGA .......... --+ Tipo de carga ( 0 nao existe carga distribuida 1 existe carga distribuida ) 
NBARRAS ........ --+ Nfunero de barras carregadas 
IELEMINI ........... -+ Nfunero do elemento inicial da barra carregada 
ITOTALELEM ... -+ Total de elementos carregados na barra 
INC ..................... -+ fucremento de elemento a elemento 
CARGA Y ........... -+ Carga em rela<;:ao ao eixo y ( Carga uniforme) 
CARGAZ ........... --+ Carga em rela<;:ao ao eixo z (Carga uniforme ) 
3.2.7.3 EXPLICA<;AO DA SUBROTINA CARREGAMENTO 
Esta rotina fomece ao programa os dados referentes aos carregamentos distribuidos, ja que 
os carregamentos pontuais foram explicados na subrotina ACAONODAL. A subrotina possibilita 
a inser<;:ao de dois tipos de carregarnento, o carregamento distribuido uniformemente e o 
carregamento distribuido trapezoidal. 
Estes valores serao utilizados para formar o vetor de cargas do elemento para posterior 
contribui<;:ao ao vetor de cargas globais. 
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3.2.7.3 EXEMPLO ILUSTRATIVO DO ARQUIVO DE ENTRADA DA 
SUBROTINA CARREGAMENTO 
Para exemplificar o arquivo de entrada sera usado como exemplo uma grelha com 






Figura3.8 Exemplo de grelha com carregamento distribuido 




LINHA EM BRANCO 
1m h z 
[EL lNI DA BARRA] [TOTAL DE ELEM NA BAR] [INCREMENTO] [CARGA] 
1 












Obs 1: - Notar que somente para a 1 • barra foram escritas as pa1avras que auxi1iam a 
identificayao, para a segunda barra, nao foram escritas, isto porque em arquivos grandes o texto 
ficaria muito carregado. 
Obs 2: Para as demais barras e s6 co1ocar os valores identico aos da primeira barra, apenas 
tomando o cuidado para nao deixar nenhurna linha em branco. 
Obs 3: Esta rotina faz a gera9ao automatica das cargas, isto se o incremento de urn n6 para 
outro permanecer constante, caso nao sej a constante, as nurnera9oes da barra terao que ser iguais 
da subrotina NUMBARRA. 
3.3 CALCULO DA PROTENSAO 
Para o calculo da protensao o programa se divide em 4 rotinas, sendo elas : DADOS, 
ESTADO_UTILIZACAO, ESTADO_ULTIMO, TRACADO_CABO, PERDAS. 
A rotina DADOS , como o proprio nome diz, e a rotina responsavel pela entrada de dados 
do programa . esta rotina esta dividida em apenas urna subrotina: MAIORES_ESFORCOS e 
CARACTERISTICA_MATERIAL. 
A rotina ESTADO_UTILIZACAO e responsavel pelo calculo da forva de protensao para 
urn tempo infinito, utilizando os tipos de protensao definidos pela norma brasileira como o estado 
limite de utilizayao; esta rotina se divide em 3 subrotinas,: PROTENSAO_LIMITADA, 
PROTENSAO_COMPLETA, PROTENSA_PARCIAL, em que a escolha e feita na rotina 
DADOS. 
A rotina ESTADO_ULTIMO e responsavel pelo calculo da forva de protensao para urn 
tempo infinito utilizando o estado limite ultimo. Ap6s o calculo da for9a de protensao no estado 
limite ultimo o programa compara este valor com a for9a de protensao calculada no estado limite 
de utilizayao, sendo assurnido o valor que respeitar ambas as condi9oes prescritas pela Norma. 
A rotina TRACADO _CABO e responsavel pela determinayao da regiao ao Iongo da pe9a 
onde deve estar localizada a linha de pressao no concreto ( fuso limite ). Tendo por base esta 
limita91io , e tra9ada a linha que define o centro de gravidade da armadura ao Iongo da pe9a 
respeitando o conceito de cabo concordante , cujo equacionamento esta proposto na programa91io. 
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Se o cabo concordante nao respeitar o fuso limite , usa-se o conceito de transformas;ao linear para 
definir urn cabo discordante que respeite as limitas;oes impostas pelo fuso limite. 
A rotina PERDAS e responsavel pelo calculo das perdas de protensao ao Iongo da pes;a 
ana!isada, As perdas estao divididas em perdas imediatas e perdas progressivas. As perdas 
imediatas estao relacionadas com as perdas por atrito, perdas por acomodas;ao das ancoragens e 
perdas no equipamento de protensao, as perdas progressivas estao relacionadas com a fluencia e 
retras;ao do concreto. 
A seguir e mostrado na figura 3.10 o fluxograma da parte relacionada ao programa 
protensao com as rotinas e subrotinas conforme mostradas na introdus;ao. 
I PROTEND I 
I 
DADOS I EST ADO LIMITE DE I, EST ADO LIMITE I I TRACADO CABO I PERDAS I PERDAS i 
'-----.,-___j: UTILirAo .___u_LTJ_Mo_---'! 1 , IMEDIATAs , ,.--PR-oG_jR~L..ss_'vA_s -;1 
IMAIORES ESFORCOS COMPLETA I I FUSO ~!MITE I i~ FLUENCIA I I I I i I POR A TRITO I REL:~AO 
~===~==~ I =r= ; I L------! 
CARAC. MATERIAL I LIMIT ADA I' CABO CONCORDANTE I' l PERDAS 1,1 
II 
1 




I DE CARGAS , 
Figura 3.9-Fluxograma referente a parte do programa de protensiio 
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3.3.1 SUBROTINA GERAL 
3.3.1.1 DESCRI<;AO DAS VARIA VEIS DA SUBROTINA GERAL 
ITIP .................. ~ Escolha do tipo de protensao (1 =limitada, 2=comp1eta, 3=parcial ); 
ICARGAMOV.~ Carga acidental ( 1 =ponte pedestre,2= veiculo,3= ferroviana ); 
%MG ............... ~ Porcentagem do carregamento permanente em relas:ao ao carregamento total; 
% MQ!.. ........... ~ Porcentagem do carregamento acidental1 em relas:ao ao carregamento total; 
% MQ2 ............. ~ Porcentagem do carregamento acidenta12 em relas:ao ao carregamento total; 
FCK. ................ ~ Resistencia do concreto a compressao; 
RECB. .............. ~ Recobrimento da armadura de protensao; 
VIGATIPO ...... ~ Tipo de viga (1 =edificio, 2=ponte ); 
ACO ................. ~ Tipo de as:o escolhido (1 = A<;:O 175, 2= A<;:O 190) 
PERDAS .......... ~ Perdas estimadas inicialmente para o ca1cu1o da fors:a de protensao; 
3.3.1.2 EXPLICA<;AO DA SUBROTINA 
Esta rotina e responsavel pela entrada de todos os dados referentes ao calculo da 
protensao, desde o calculo da fors:a de protensao ate as perdas imediatas e progressivas, como 
comentado anteriormente. 
Os primeiros dados a serem fomecidos a rotina dados sao referentes ao tipo de protensao 
para urn tempo infinito, utilizando os tipos de protensao definidos pela norma brasileira, como o 
estado limite de utilizas:ao. Esta entrada de dados e simples pois e necessano digitar 1,2 ou 3, 
conforme mostrado abaixo: 
***** [ DADOS DA ESTRUTURA ] ***** 
[TIPO DE PROTENSAO] 1= LIMIT ADA 2= COMPLETA 3= PARCIAL 
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Ap6s o calculo da fors;a de protensao no estado limite de utilizas;ao o programa calcula a 
fors;a de protensao para o estado limite ultimo, sendo assumido o valor que respeitar as condis;oes 
prescritas pela Norma. 
Os pr6ximos dados a serem fomecidos ao programa referem-se ao tipo de carga acidental, 
isto para calcular a fors:a no estado limite de utilizas;ao. Como anteriormente e preciso digitar 1, 2, 
3 e 4 conforme mostrado em seguida. 
[ CARGA ACI] 1 = EDIFICIO 2= P. PEDESTRE 3=P. VEICULO 4=P.FERROVIA 
Em seguida e fomecida a porcentagem da carga permanente e acidental referida ao 
carregamento total, isto se deve aos deferentes tipos de coeficientes das cargas que majoram ou 
minoram o carregamento. Estes coeficientes serao mostrados no capitulo referente ao calculo da 
fors;a de protensao inicial. Ao !ado e indicado o fck e o recobrimento da pes;a, como mostrado 
abaixo: 
[MG(%)] [MQ1(%)] [MQ2(%)] [FCK(Kgfi'cm2)] [RECOBRIMENTO(m)] 
Em seguida e indicado ao programa o tipo de as;o a ser utilizado e as perdas estimadas, 
conforme mostrado abaixo: 
[ACO] [PERDAS(%)] ACO 175 = 1 ACO 190 = 2 
Ap6s fomecidos todos os dados, o programa na parte de protensao faz o cillculo da 
estrutura fomecendo: a fors;a de protensao para o estado limite de utilizas;ao, a fors;a de protensao 
para 0 estado limite ultimo, a fors;a de protensao adotada, OS pontos do tras;ado do fuso limite, 0 
tra9ado do cabo concordante, caso necessario o tra9ado do cabo discordante, as perdas por atrito, 
indicando a for9a de protensao em cada n6 da viga ou faixa de laje analisada, as perdas por 
acomoda9ao de ancoragem, as perdas por retra9ao deformas;ao lenta do concreto, e finalmente a 
carga equivalente de protensao. 
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4. FORMULA<;:AO DA MATRIZ DE RIGIDEZ E DO VETOR DE 
CAR GAS 
4.1 INTRODU<;:AO 
Pretende-se com este capitulo desenvolver as formula96es variacionais da matriz de rigidez 
e do vetor de cargas do elemento, utilizando o Metoda dos Elementos Finitos (MEF) baseado no 
metoda de Rayleigh Ritz. Ap6s a montagem da matriz de rigidez e do vetor de cargas de cada 
elemento, e feita a rota9ao da matriz de rigidez e do vetor de cargas do elemento, transformando a 
matriz local em matriz globaL 
Para melhor entendimento faremos uma introdu9ao ao MEF com urn exemplo de calculo 
de uma viga biapoiada utilizando o Metoda de Rayleigh Ritz e finalmente mostraremos a 
formulavao da matriz de rigidez e do vetor de cargas do elemento. 
4.2 INTRODU<;:AO AO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS 
0 MEF e uma ferramenta matematica que permite a solus;ao de problemas de valores de 
contorno, superando as dificuldades inerentes a metodos como: Diferen9as Finitas, Residuos 
Ponderados e outros. 
0 l'VIEF e baseado em outros metodos matematicos. Os metodos mais utilizados sao OS 
Metodos de Rayleigh Ritz e Galerkin, sendo que o Metoda de Galerkin tern apelo mais 
matematico do problema, e o Metoda de Rayleigh Ritz se identifica com a parte fisica. 
0 MEF preve a divisao do dominio de integra9ao, continuo, em urn numero finito de 
pequenos elementos denominados elementos finitos, neste trabalho as elementos finitos sao 
elementos de barra. 
No exemplo a seguir mostraremos urn exemplo de uma laje de formato irregular, ou 
melhor dizendo uma laje esconsa, dividida em varias vigas, onde cada viga e dividida em varios 
elementos, sendo cada elemento denominado elemento finito e a rede denominada rede de 
elementos finitos, Perceba que gra<;:as a simula<;:ao da laje como grelha e facil tratar a laje com 
qualquer formato, resultando assim uma ferramenta poderosa, onde podemos criar uma malha de 
elementos t!nitos conforme a necessidade do problema em questao, 
Segundo DUARTE[ !3 ], no que diz respeito aos esfor<;os de flexao para lajes esconsas, 
notou-se que para as dire<;:oes de maiores momentos fletores, os valores encontrados utilizando o 
metoda das grelhas e da ordem de I 0% maiores que os obtidos pelo J\IIEF para placa, e para 
deslocamentos se deu na faixa de 15 a 25% maiores que pelo J\IIEF 
Ele:mento Finito 
FIGURA 4.1- Rede de Elementos Finitos 
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DUARTE[ 13 ] afirma ainda que se utilizarmos elementos de l,OOm x l,OOm em vez de 
elementos de 0,50m x 0,50m a diferenya e da ordem de 4%. 
4.3 METODOS APROXIMADOS 
4.3.1 INTRODU<;AO 
A complexidade dos metodos matematicos que representam o comportamento de muitos 
problemas de engenharia levou ao desenvolvimento de metodos aproximados para sua soluyao, 
podendo destacar dois tipos de metodos: os varacionais e os residuos ponderados , onde no 
primeiro o metodo mais utilizado e o Metodo de Rayleigh Ritz, e no segundo o Metodo de 
Galerkin, dos quais se originou o MEF. 
4.3.2 METODO DE RAYLEIGH-RITZ 
No calculo variacional procura-se a funyao y(x) que dentre todas as fun¢es admissiveis e 
a que representa a soluvao exata para minimizar urn determinado funcional. Funcional e uma 
entidade que depende de uma funvao, ou seja, e funvao de uma funvao. 
No Metodo de Rayleigh Ritz a funvao y(x) (suposta exata) e substituida por uma funvao 
aproximada v(x), formada por uma combinavao linear de funvoes v;(x). Ap6s a substituivao de 
v(x) no funcional este e minimizado como veremos a seguir. 
A funvao v(x) e uma soluyao aproximada e nao exata, devido a isso a escolba adequada 
das funvoes v;(x) e importante para se obter uma boa aproximavao para a soluvao do problema. 
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4.3.3. EXEMPLO DE UTILIZA(::AO DO METODO DE RAYLEIGH-RITZ 
Considerando uma viga biapoiada de comprimento fl e carga q, calcularemos para a viga a 
equa\)ao da elastica e a flecha no meio do vao. 
q h 1 1 1 1 l 1 1 0 1 1 1 1 1 I 1 1 l l 1 l I II 
e 
FIGURA 4.2 - Exemplo de viga com carregamento distribuido 
(4.1) 
A expressao acima representa urn funcional, onde a sua primeira parte esta relacionada 
com a energia interna da peya analisada, e a segunda parte esta relacionada com a energia 
potencial das cargas, neste caso o carregamento externo e representado pela carga uniforme q. 
Iniciaremos considerando uma funyilo polin6mio de 22 grau. 
v(x) = a0 + a1x + a2x2 
Irnpondo as condi\)5es de contorno obtemos: 
p/ v(x)= 0 <=> li(J= 0 
Inserindo as variaveis encontradas na expressilo resulta: 








Nota-se que no funcional a energia interna esta indicada pela 2' derivada da fun9iio, sendo 
assim necessario derivar duas vezes a expressiio encontrada ap6s a utiliza9iio das condi9oes de 
contorno , ou seja: 
v"(x) = +2az 
Substituindo no funcional obtemos: 
1r = tG EJv·(x)2 - qv(x)dx) 
Derivando esta fun9iio em rela9iio it constante 2 temos 
o1r f.3 
- = EI4a2f +q- = 0 m2 6 












(4. I 5) 
Substituindo na funyao v(x) encontramos a expressao da elastica: 
£' £3x 
v(x) = __ q_x2 +-q-
24El 24EI 
Derivando a expressao da elastica encontramos a expressao do giro: 
v'(x) = q£
2 2x q£3 
-=---+--
24£1 24El 




Derivando a expressao anterior encontramos que a cortante e nula: 
v"'(x) = 0 
Como isto nao e verdadeiro, temos que aumentar a ordem do polinomio. 
Como segunda aproximayao tomaremos uma polinomio cubico: 
Utilizando os mesmos metodos de calculo como no exemplo anterior obtemos: 
qR_2 
a=----







Substituindo os valores de (4.21) em (4.20) encontramos a mesma expressao da elastica 
do cruculo anterior, concluindo deste modo que temos que aumentar mais urn grau do polinomio 
resultando em: 
Utilizando os mesmos metodos de calculo do exemplo anterior obtemos: 
a0 = 0; ~ =0; a 2 = 0; a, = - _!1!:_. 
, 12£/, a =-q-4 24£/ 




Para encontrarmos a flecha maxima no meio do vao substituimos o valor de x da expressao 
(4.24) por f! I 2 encontrando o seguinte valor: 




Os esforvos internos: momento e cortante sao: 
(c) f! 2 v··(x)=M 2 =-q8 






Esses valores tambem estiio corretos. Observa-se tambem que a derivada quarta de v(x) e 
igual a carga aplicada a viga. 
Concluimos que cada vez que aumentamos a ordem do polinomio, os valores se 
aprox:imam dos valores exatos, isto, porem, se satisfizer as condi<;oes de contorno. Caso 
aumentemos ainda mais a ordem do polinomio niio teremos mais diferen<;as, ou esta sera 
insignificante perante o valor exato, uma vez que ja houve convergencia aos valores corretos. 
4.4 FORMULA(::AO DA MATRIZ DE RIGIDEZ E VETOR DE CARGAS 
DOELEMENTO 
Na formula<;iio da montagem da matriz de rigidez e vetor de cargas do elemento sera 
utilizado o Metodo de Rayleigh-Ritz adotando fun<;oes aprox:imadoras de ! 0 e 3° grau. 
Iniciaremos mostrando o sistema de referencia do n6 do elemento. Em cada n6 ex:istem 6 graus de 
liberdade, sendo eles: as componentes dos deslocamentos nos eixos (x, y, z) e as rota<;oes em 
tomo dos eixos (x, y, z), isto e : u, v, w, <jlx, <jly, <jlz. 
Admitimos que a deforma<;iio longitudinal ~> seja constante ao Iongo do elemento finite, 
portanto os deslocamentos podem ser representados por uma reta do tipo u = a + bx. Os 
deslocamentos transversais sao representados por uma funyao do 3° grau, v = a + bx + cx2 + dx3 
-1'- y(v) 
FIGURA 4.3- Sistema de coordenadas global do elemento finito. 
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4.4.1 DEFORMA«;::OES 







4.4.2 DESLOCAMENTOS INDEPENDENTES 
(4.28) 
Como ja observamos no item anterior, e considerado para a componente horizontal u, dos 
deslocamentos uma fun9ao polinomial de 1 Q grau, e para as demais componentes v e w , fun96es 
polinomiais de 3Q grau. Para o giro de tor9ao consideramos uma fun9ao de 1Q grau, ja que sobram 
apenas dois pariimetros para completar as doze correspondentes aos doze graus de liberdade totais 
do elemento. 





Estes deslocamentos (rota96es) dependem de outros deslocamentos, ou seJa , dos 











ez = a4 + 2asx + 3a6x2 
(4.35) 
(4.36) 
4.4.4 MATRIZ CONSIDERANDO APENAS OS DESLOCAMENTOS 
INDEPENDENTES- MATRIZ C 
Transformando as equa9oes dos deslocamentos independentes em forma rnatricial obtem-
se: 
u 1 X 0 0 0 0 0 0 0 0 
v 0 0 1 X xz x' 0 0 0 0 (u] = = 
w 0 0 0 0 0 0 I X xz x' 
ex 0 X 0 0 0 0 0 0 0 0 
{u} =[C) {a} 
on de: 
u --+ vetor das componentes dos deslocamentos e rota96es independentes; 
C --+ Matriz de fim9oes de forma referentes; 
a --+ pariimetros generalizados. 
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4.4.5 MATRIZ CONSIDERANDO APENAS AS DEFORMA<;::OES DOS 
DESLOCAMENTOS INDEPENDENTES MATRIZ J 
Transformando as equa9(ies dos deslocamentos dependentes em forma matricial temos 
rsx 0 1 0 0 0 0 
jx, 0 0 0 0 0 0 [s] = = Xy 0 0 0 0 0 0 
,Xz 0 0 0 0 -2 -6x 
{ s} =[ J] {a} 
onde: 
s -+ vetor das componentes das deforma~oes ; 
J -+ Matriz de fun~oes de forma ; 
a -+ parametros generalizados. 
4.4.6 GRAUS DE LIBERDADE 
r al 
0 0 0 0 0 0 a2 
0 0 0 0 0 1 
0 0 -2 -6x 0 0 
0 0 0 0 0 0 
a12 
( 4.38) 
Considerando urn elemento com dois nos e de comprimento R., em que cada no possui 6 
graus de liberdade, podemos montar matricialmente as expressoes que correspondem aos 3 
deslocamentos e as 3 rota~oes para o no inicial (x=O) e final do elemento(x=l). 










R 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
VI 
0 0 R 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
az 
WJ 0 0 0 0 0 0 c 0 0 0 0 0 a3 
exl 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 e 0 a4 
<j>y I 0 0 0 0 0 0 0 0 R 0 0 0 as 
<j>zl 0 0 0 e 0 0 0 0 0 0 0 0 a6 
- e I! 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
u2 a7 
v2 0 0 e e e' 
£3 0 0 0 0 0 0 as 
0 0 0 0 0 0 e £ £' 0 e3 0 
Wz 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 f! e 
a9 
ex2 
0 0 0 0 0 0 R 2£ 3£' 0 0 0 aw 
6yz 0 0 0 e 2£ 3£' 0 0 0 0 0 0 au 
ez2 al2 
!___j 
v = A 
AmatrizA e gerada na Subrotina MATBV. 
v=Aa (4.40) 
onde: 
v ~ vetor das componentes de deslocamentos e rotavoes para o n6 inicial e final do elemento; 
A~ funvoes de forma referente as equavoes polinomios; 
a ~ incognitas nodais. 
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a 
Do Principio dos Trabalhos Virtuais tem-se a igualdade de trabalho intemos com trabalho 
extemo, expressa pela conhecida expresslio: 
' ' f o[e'][D][e]dx = f o[u'][q]dx (441) 
0 0 
Da( 4.39): 
{a} =k'Kv} (4.42) 
Dando uma variavao virtual nos deslocamentos tem-se: 
(4.43) 
Substituindo em (4.42): 
{e} = [J]{A-1}[v] = [B]{v} (4.44) 
o{e} = [B]O{v} (4.45) 
4.4. 7 ESFOR<;::OS 
Da resistencia dos materiais sabemos que os esforvos podem ser escritos em funvao das 
deformavoes e curvaturas como: 
N =cr A= EAE X X X 
M,=GI,x, 
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em forma matricial esses esforyos podem ser organizados da seguinte maneira: 
Nx EA 0 0 0 e 
Mx 0 Glt 0 0 X.x 
= 
MY 0 0 Ely 0 X.y 
Mz 0 0 0 EIZ Xz 
ou seJa: 
[ cr] = [D][e] (4.46) 
Substituindo (4.45) e (4.46) em (4.41) resulta que. 
R £ 
bTvt]f[Bt][D][B]dx[v] = f 8[ut][q]cfr (4.47) 
0 0 
Levando [a] de (4.42) em (4.37) e considerando a variayao de [u] temos: 
o[u] = {C}{A-1}o[v] = {F}o[v] ( 4.48) 
Assim a equayao (4.47) passa a ser escrita como: 
£ £ 
8[vJ j£PT£D][P]dv[v] = 8[vJj[F][q]cfr (4.49) 
0 0 
Como o[ v] e arbitnlrio, resulta a expressao final 
£ £ 
frPnDJ£PJcafv] = frFJ[qJdx ( 4.50) 
0 0 
Que pode ser escrita de forma compacta como: 




K = f[PY[DJ[p]~ = matriz de rigidez 
0 
v = [ v] = vetor das incognitas nodais 
e e 
r = j[F][C]dx = [A-1]J cqdx= vetor das cargas nodais equivalentes. 
0 0 
A matriz A e invertida na subrotina GJRIV. 
A soluyao desse sistema de equayoes fornece os valores das incognitas nodais: 
deslocamentos e rotayoes. 
0 resultado dos produtos indicados acima e a seguinte matriz de dimensao ( 12x 12 ) : 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 EA 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 4Elz 12ElzX 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 12Elzx 4Elzx2 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 4Ely 12Eiyx 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 12Elyx36Elyx2 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 Glt 
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Como a matriz [f3]nao e explicitamente conhecida, ela e substituida pela 
igualdade[f3] = [J]£Ar1 . Deste modo a matriz de rigidez passa a ser: 
e 
[£T frJJ'[D][J]dx(Ar' (4.52) 
0 
Deste modo: 
VJ(2,2) = EA 
VJ(5,5) = 4Elz 
VJ(5,6) = 12Elzx 
VJ(6,5) = VJ(5,6) 
VJ(6,6) = 36Elyx2 
VJ(9,9) = 4Ely 
VJ(9,10) = 12Elyx 
VJ(10,9) = VJ(9,10) 
VJ(l0,10) = 36Elyx2 
VJ(12,12) = Gir 
Integrando cada urn desses termos no dominio 0 :::; x :::; I tem-se: 
VJ(2,2) = EAI 
VJ(5,5) = 4Elzl 
VJ(5,6) = 6EIZf 
VJ(6,5) VJ(5,6) 
VJ(6,6) = 12Elyl3 
VJ(9,9) = 4Elyl 
VJ(9,10) = 6Eii 
VJ(10,9) = VJ(9,10) 
VJ(lO,IO) = 12Eiyl3 
VJ(l2, 12) = Ghl 
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Finalmente, multiplicando as matrizes como indica a equa.;ao ( 4.52) e formada a matriz de 
rigidez do elemento. 
(A-t)' . VJ. (A,-t) ( 4 53) 
4.5 FORMACAO DO VETOR DE CARGAS DO ELEl\IENTO 
Mostraremos agora como e montado o vetor de cargas do elemento finito para 
posteriormente formar com a matriz de rigidez do elemento o sistema completo de equa<;oes. 
Partimos do !ado direito da igualdade(4.51). 
( A'1 )' f c' qdx ( 4.54) 
0 
A matriz A-1 , e a mesma matriz ja conhecida na forma.;:ao da matriz de rigidez do 
elemento. Observe que devido trabalhannos com a laje simulada como grelha, o carregamento 
dar-se-a na ordenada Y, sendo o plano das vigas X e Z. 
Barra 1 
A'-- 112£ 1/2€ 
FIGURA 4.5 - Carregamento na grelha 
/"" / 
/,/21 
/ l 112€ 
/,:: 




Para obten<;ao do vetor de cargas em termos computacionais retornamos as expressoes dos 
deslocamentos independentes, em que usamos polinomios de J0 e 3° grau, Devido ao 
carregamento estar na ordenada Y, somente a expressao relativa ao deslocamento em Y sera 
utilizada. 
(4 55) 
0 termo q dentro da integral representa a carga do elemento por unidade de comprimento. 
Considerando um carregamento distribuido retangular, a carga sera q.x. Como trabalharemos 
com urn carregamento distribuido generico montaremos uma nova expressao para representar a 
carga distribuida. 
Seja a carga trapezoidal mostrada na figura 4.6. 
y 
qx 
FIGURA 4.6- Carregamento distribuido trapezoidal 
Da semelhanr;a de triiingulos da figura 4.6 temos: 
( x! x 
qx = qx1le --1 +-qx~ e; e "' 




0 ( 0 \ \ 0 I 0 ' 
I 
' 






X (-qx _,_ qx") *-·· 2 1 _;_, 3 
I 1 r3 
' 
(-qxJ"-qx")*-· 
x" ' 3 ..::. 4 
f ' • X X l 1 . e
4 
X (]X1 (t- -:) + -qx., ldx- = (-qxl +qx?)¥--






0 l 0 
Portanto, multiplicando o vetor obtido dessa operac,;ao pela matriz (A'1 )' , resulta o vetor 
de carga. A formavao do vetor de cargas e dada na subrotina CARGA, sendo montada 
identicamente como mostrada aqui. 
Ap6s a formayao da matriz de rigidez do elemento e do vetor de cargas,temos que 
proceder a rotac,;ao dos eixos, uma vez que o elemento foi calculado no sistema local de 
referencia, e necessario passa-lo para o sistema global de referencia, para assim podemos agrupar 
elemento a elemento e montarmos definitivamente o sistema de equa<;5es para a estrutura 
completa. 
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FIGURA 4.7- Exemplo de portico plano 
0 sistema de referencia local ( i; ' n ) e posicionado 
na barra, tendo a orienta<;ao mostrada na figura 4. 7. 
ELEM3 
0 sistema de referencia global ( x , y ) esta fixado em urn ponto do plano que contem a 
estrutura, como mostrado na figura 4. 7 . 
4.6 FORMA(:AO DA MATRIZ DE TRANSFORMA(:AO DO ELEMENTO 
Como mencionado anterionnente trataremos agora da matriz de transforma.;ao do 
elemento. Esta matriz e necessaria para fazer a mudan<;a do sistema de coordenadas locais para o 
sistema de coordenadas globais. 
A figura 4.10 mostra uma barra generica com os graus de !iberdade representados em cada 










FIGURA 4.8 - Sistema local e numerac;iio de coordenadas para grelha 
12 
X 
Na figura. 4. 9 estao indicados os graus de liberdade no dais referidos ao sistema de 
coordenadas globais. 















FIGURA 4.10- Rot:u;ao de eixos para urn elemento de portico espacial no pano XZ 
Montaremos agora a matriz de rota.;:ao do elemento. Segundo GERE E WEAVER [ 15 ] a 
matriz de rota.;ao R dos eixos locais para os eixos da estrutura e dado por: 





A matriz R obtida relaciona apenas as transla<;:oes referidas aos e1xos locais com as 
transla96es em rela;;ao aos eixos globais. 
A mesma operagao deve ser feita com as rota<;:oes, resu!tando entao uma matriz de rota;;ao 
de ordem ( 6x 6 ) 
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Note que a matriz de rotavao dada acima tern ordem (3x3 ). Como a matriz de rigidez do 
elemento e de ordem (12x12)R tern que ser expandida; para isso e s6 repeti-la mais tres vezes na 
matriz final 
R 0 0 0 
_, *., 
.) .) 
0 R 0 0 
.,*,.., 
.) .) 
ROTA~l\o= R 0 0 0 "'*3 .)' 
R 
0 0 0 3*3 
Encontrada a matriz orientada segundo o sistema de coordenadas globais, o passo seguinte 
e agrupar elemento a elemento formando assim a matriz de rigidez global da estrutura, que 
apresenta uma distribuiyao em banda se seus coeficientes. 
4.7 FORMACAO DA MATRIZ GLOBAL EM BANDA 
0 agrupamento dos coeficientes da matriz de rigidez em banda resulta da numeraviio 
sequencia! dos nos da viga, sendo possivel reduzir uma matriz quadrada em uma matriz 
retangular, propiciando economia consideriwel. Para melhor entendimento daremos urn exempio 
para percebermos as dimensoes das matrizes. Seja dada uma viga com 10 elementos. 
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NO 1 3 4 5 6 7 
ELElv'! l 2 3 4 5 6 
FIGURA 4.11 Viga dividida em 10 elementos 
Se considerarmos uma matriz retangular e so multiplicarmos o nt1mero de nos pelos graus 
de liberdade do no, isto e 7 nos por 2 graus de liberdade = 14, este numero e a ordem da matriz de 
rigidez, ou seja, a matriz retangular e da ordem de (14xl4) posi.,:5es resultando em 196 posi<;:5es 
ocupadas na memoria do computador. 

































4 5 6 
X 
XI 
xj X X 









7 8 9 10 11 12 13 14 
( X I I xi ,X I 
' 
XIX X 
jX X IX 
Jx ' X I X I X X lx X I X I X X 
! X X XI X X 
I X X X I X X 
X X X I I ' 
X X X 
FIGURA 4.12 Matriz qnadrada de 6 elementos considerando 2 coordenadas porno 
A matriz de rigidez final, eliminando os zeros e agrupando os demais coeficientes em 














1 7 3 4 ~ 
X X X 
X X X 
X X X 
XI XI X ' 
X X X 
' X X X i 
' 
X X X 
X X X 
X X X 
X X X 
X X X 
X X 
X 
FIGURA 4.13- Matriz retangular decomposta em banda 
Segundo WEAVER [ 22 ] o metodo de decomposir;ao em banda e particularmente 
eficiente quando aplicado em matrizes simetricas, onde os elementos fora da banda sao todos 
nulos. 
Assim e montada a matriz de rigidez global da estrutura, possibilitando assim calcularmos 
estruturas mais complexas, podendo refinar melhor a malha de elementos finitos, ja que a memoria 
do microcomputador ainda e uma restri~;ao para o calculo de grandes estruturas, onde temos que 
utilizar muitos elementos formando matrizes gigantescas exigindo o maximo de memoria do 
microcomputador. 
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4.8 FORMACAO DO VETOR DE CARGA GLOBAL DA ESTRUTURA 
0 vetor de cargas global e montado seguindo o mesmo esquema utilizada para a obten<;ao 
da matriz de rigidez globaL 
Com a matriz de rigidez global da estrutura e o vetor de cargas global da estrutura e 
montado o sistema de equa96es K . v = r. 0 calculo dos deslocamentos esta dividido em tres 
subrotinas, sendo elas TAJ.'vlBAl'!DA, onde e calculado o tamanho da banda da matriz de rigidez, 
DECOl'v1POSEBAl'!DA, onde e feita a decomposi<;:ao da matriz em banda e finalmente a subrotina 
SOL VEBANTIA que e responsavel pelo calculo dos deslocamentos. Todas estas Subrotinas foram 
retiradas da referencia WEAVER [ 22 ], sendo nela fomecido fluxograma e explica<;:ao mais 
detalhada das subrotinas aqui mencionadas. 
Com os deslocamentos encontrados sao calculados os esfor9os e as rea96es de apoio. 
Estes calculos estao fomecidos na subrotina ACAOFINAL. 
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5. CALCULO DA FOR<;:A DE PROTENSAO 
5.1 INTRODU<;:AO 
Para calcular a forya de protensao inicial em uma pe9a de concreto protendido, devemos 
realizar algumas analises, uma vez que, devido as perdas imediatas ( perdas por atrito e 
acomodayao das ancoragens ), e as perdas progressivas ( retra9ao e deformayao lenta ), reduz-se 
consideravelmente a for9a de protensao inicialmente aplicada na pe9a. Neste calculo devemos 
analisar as combina96es mais desfavoraveis dos esfor9os solicitantes e as diferentes fases de 
carregamento que ocorrerao desde a aplica9ao inicial da for9a de protensao ate o tempo em que a 
peya entre em equilibria definitivo, segundo PFEIL[ 18], cerca de 20 a 30 anos. 
No caJculo da forya de protensao utilizaremos tres tipos de protensao defmidos na Norma 
Brasileira: completa, limitada e parcial, em que a escolha sera dada no arquivo de entrada. 
Primeiramente e calculada a forya de protensao para urn tempo infinito P oo , pelos estados 
limites de utiliza9iio satisfazendo as condi96es previstas pela norma de concreto protendido NBR 
7197, respeitando o limite de descompressao eo estado limite de forma9ao de fissuras. 
Em seguida e calculado o P oo pelo Estado Limite Ultimo em que a escolha da forya de 
protensao dar-se-a no estado limite que satisfizer as condi96es impostas pela Norma. 
5.2 EST ADOS LIMITES DE UTILIZA<;:AO 
A verifica9ao das estruturas de concreto protendido em relayao aos estados limites de 
utiliza9ao deve considerar os estados correspondentes aos riscos de fissura9ao e de deformas;oes 
excessivas , respeitando os tipos de protensao impastos pela Norma Brasileira. 
5.3 TIPOS DE PROTENSAO 
Segundo o item 5.1 da NBR 7197 os tipos de protensao relacionam-se com os estados 
limites de utilizavao referentes a fissurayao: a protensao pode ser completa, limitada ou parcial, 
de acordo com as definivoes dadas a seguir. 
5.3.1 PROTENSAO COMPLETA 
Existe protensao completa quando se verificam as duas condiyoes: 
a) Para as combinayoes freqiientes de ayoes, previstas no projeto, e respeitado o estado limite 
de descompressao, estado no qual em urn ou mais pontes da seyao transversal a tensao normal e 
nula nao havendo trayao no restante da seyao, ressalvada a exceyao em que, na existencia de 
trayao em parte da seyao transversal, nao caracteriza o tipo de protensao; os esfor9os de tra9ao 
podem ser resistidos apenas por armadura passiva respeitadas as exigencias referentes a 
fissurayao expressas pela NBR 6118 para as pe9as de concreto armado. 
Combinayoes Freqiientes de A9oes ~ Estado Limite de Descompressao. 
(5.1) 
Expressando em termos de tensoes e respeitando o estado limite de descompressao: 
A9oes: Pro, Mg1, Mq 
Obs: ' borda inferior; 
" borda superior 




M y· i""M y-
_g_ l • >-07f 
I 1 - • ck 
c ' 
FIGURA 5.1- Diagrama de tensoes respeitando o estado limite de descompressiio 
Ciilculo para obten~iio do P"' na borda inferior 
(5.5) 
V erifica~iio do nivel de tensoes na borda superior: 
"'My·· 
't'! q >-07£ J , ck 
c 
(5.6) 
b) Para as combinac;6es raras de ac;6es, quando previstas no projeto, e respeitado o estado 
limite de formac;iio de fissuras ( estado em que se inicia a formac;iio de fissuras. 
Combinac;6es raras de ac;6es ~ Estado Limite de Formac;iio de Fissuras 
(5.7) 




) )-~ '\+11- = F? 
M M ~ 8 8 ® I g q 
FIGURA 5.2- Diagrama de tensoes respeitando e estado limite de formac;iio de fissuras. 
Clilculo para obtenc;iio do P., na borda inferior 
Verificac;iio do nivel de tensoes na borda superior. 
p P e y·· M
8
y·· 
" a:J c:e p O"c = --+ ---'-=-'--
1\, I, I, 
on de: 
P., = Forc;a de protensao para urn tempo infinito; 
Mg = Momento devido ao carregamento permanente; 
Mq = Momento devido ao carregamento acidental; 
Ac = Area de concreto da sec;ao analisada; 
Ic = Momento de Inercia da sec;ao analisada; 
My·· 
q > -0,7 fck 
Ic 
y' = Distancia do centro de gravidade da pec;a ate a borda + tracionada; 
y'' = Distancia do centro de gravidade da pec;a ate a borda + comprimida; 
(5.10) 
(5.11) 
ep = Distancia do centro de gravidade da pec;a ate o centro de gravidade da armadura; 
fck = Resist€mcia a compressao do concreto; 
fctk = 0,06 * fck(kgflcm2) +7 para fck> 180 kgflcm2. 
Estes procedimentos de calculo encontram-se na subrotina PROTENSAO _ COMPLETA 
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5.3.2 PROTENSAO LIMIT ADA 
Existe protensao limitada quando se verificam as duas condi9oes seguintes: 
a) Para as combina9oes quase permanentes de a9oes previstas no projeto, e respeitado o 
estado limite de descompressao ( estado no qual em urn ou mais pontos da se91io transversal a 
tensao normal e nul a nao havendo tra91io no restante da ses:ao. 
Combina91io quase permanente de a9oes ~ Estado Limite de Descompressao: 
(5.13) 
Expressando em termos de tensoes e respeitando o Estado Limite de Descompressao: 
(5.14) 
''- '' + '' + "> 0 7£ O"c - O"g O"p, \jf20"q -- , ck (5.15) 
Mg y" Jt2M,y· 
- 1- I 2 -0,7 fck 
c ' 
). )·I ·\·II·r 
p"' P"'epy' Mgy' P)M,y ~ 0 
A, r, r, 1, 
FIGURA 5.3 - Diagrama de tensiies respeitando o Estado Limite de Descompressao 







V erifica~iio do nivel de tensiies na borda superior: 
My" wMy" 
-·-- 't'Z q < -0,7 £:k 
I, I, 
(5.17) 
b) Para as combinavoes fi:eqtientes de ayoes, previstas no projeto, e respeitado o 
Estado Limite de Formayao de Fissuras, estado em que se inicia a formayao de fissuras. 
Combinav5es fi:eqtientes de ayoes ~ Estado Limite de Formayao de Fissuras 
(5.18) 
Expressando em termos de tensoes e respeitando o Estado Limite de Forma91io de 
Fissuras: 
cr,' = crg' + cr'poo+ lji]O"q' s; 1,2 fctk 
,,_ "+ "+ "> 07£ cr, - O"g O"poo \ji]O"q -- , ck 
(5.19) 
(5.20) 
FIGURA 5.4 - Diagrama de tensiies respeitando e Estado Limite de Forma~iio de Fissuras. 
Ciilculo para obten~iio do P., na borda inferior 
P P e y· M y' 1" M y· 
,_ oo oo p g n q < 1 2 £ cr ---- +--+ tk 
c A I I I '' 
c c c c 
(5.21) 
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Verifica~ao do nivel de tensoes na borda superior: 
Estes procedimentos de calculo encontram-se na subrotina 
LIMIT ADA. 
5.3.3 PROTENSAO PARCIAL 
(5.22) 
PROTENSAO_ 
Existe protensao parcial quando se verificam as duas condis;oes seguintes: 
a) Para as combinas;oes quase permanentes de as;oes, previstas no projeto, e respeitado o 
Estado Limite de Descompressao (6.2.1). 
Combinas;oes quase permanentes de as;oes -+ Estado Limite de Descompressao. 
(5.23) 
Expressando em termos de tensoes e respeitando o Estado Limite de Descompressao. 
" - " + + " > 0 7£ crc crg crpao \jfzcrq - - , ck 
(5.24) 
(5.25) 
M y" I'' M y--
_g_ ' ' >-07f 
lc I, - ' ck 
FIGURA 5.5- Diagrama de tensoes respeitando o Estado Limite de Descompressao 
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Calculo para obten~ao do P., na borda inferior 
(5.26) 
Verifica~ao da intensidade de tensoes na borda superior: 
P Pey ere''=--~ + _oo-'p'---
A, ( (5.27) 
b) Para as combina96es freqiientes de a96es previstas no projeto e respeitado o estado limite 
de aberturas de fissuras, estado em que as fissuras se apresentam com aberturas caracteristicas de 
valores especificos, com Wk ::;; 0,2mm. 
Combinayao freqiientes de ayi'ies ~ Estado Limite de Formayao de Fissuras. 
(5.28) 
expressando em termos de tensoes e respeitando o Estado Limite de Formayao de Fissuras. 
(5.29) 
,,_ '' " '' 07£ O"c - O"g + crp., + \jl]crq ;:: - , ck (5.30) 
M y" rM y-
g 1 ' > 07f 
-I- l --' ck 
c ' 
FIGURA 5.6 - Diagrama de tensoes respeitando e Estado Limite de Forma~ao de Fissuras. 
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---)Parte absorvida pelo concreto 
d 
---) Parte absorvida pelo a90 
FIGURA 5.7- Tensoes na pe~a de concreto considerando protensiio parcial 
Permitindo assim encontrarmos o valor do e.g. da se.;ao analisada. 
R,= A,. a; 
R, = Resultante das tensoes de tra.;iio; 
A,= Area de a.;o; 
cr, '= Tensiio na borda inferior. 




5.4 ESCOLHA DO TIPO DE PROTENSAO 
Conforme o item 5.2 da NBR 7197 a escolha do tipo de protensao deve ser feita em 
funs;ao do tipo de construs;ao e da agressividade do meio ambiente. Na falta de conhecimento 
mais preciso das condis;oes reais de cada caso, pode-se adotar a seguinte classificas;ao do nivel de 
agressividade do meio ambiente: 
- nao agressivo, como no interior dos edificios em que uma alta umidade relativa somente 
pode ocorrer durante poucos dias por ano, e em estruturas devidamente protegidas; 
- pouco agressivo, como no interior de edificios em que uma alta umidade relativa pode 
ocorrer durante longos periodos, e nos casos de contato da face do concreto proxima a arrnadura 
protendida com liquidos, exposis;ao prolongada a intemperies ou a alto teor de umidade; 
- muito agressivo, como nos casos de contato com gases ou liquidos agressivos ou com solo e 
em arnbiente marinho. 
Na ausencia de exigencias mais rigorosas feitas por normas peculiares a construs;ao 
considerada, a escolha do tipo de protensao deve obedecer as exigencias minimas da tabela 5 .1. 
TABELA 5.1 ESCOLHA DO TIPO DE PROTENSAO 
Nivel de Agressividade ao Exigencia minimas qnanto ao tipo 
ambiente protensao 
muito agressivo protensao completa 
pouco agress1vo protensllo limitada 
nao agressivo protensao parcial 
5.5 RESTRI<;::AO DE USO (ITEM 4.3 NBR 7197) 
Para pontes ferrovianas e vigas de pontes rolante s6 e admitida protensao com aderencia. 
Concreto protendido sem aderencia s6 pode ser empregado em casos especiais e sempre 
com protensao completa . Outras restris;oes devem ser observadas quando prescritas em 
normas peculiares a determinadas especies de estrutura. 
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5.6 FATORES DE COMBINA«;":AO E FATORES DE UTILIZA«;":AO 
(ITEM 5.1.4.4- NBR-7197) 
V alores dos fatores de combinacao - Os fatores de combinayao IJ!o, salvo indicayao em 
contriuio, expressos em norma relativa ao tipo de constru91io e de material considerados estao 
indicados na tabela x, juntamente com os fatores de redu9ao IJf 1 e IJf 2 referentes as combina9oes 
de utiliza9ao 
TABELA 5.2- Valores dos fatores de combina~iio e dos fatores de utiliza~ao 
A9oes em geral IJ!o 'l'l IJ!z 
- V ariayaO uniformes de temperatura em rela91i0 a media 
anulallocal 0,6 0,5 0,3 
- Pressao dinamica do vento nas estruturas em geral 0,4 0,2 0,0 
- Pressao dinamica do vento nas estruturas em que a a9ao 
variavel principal tern pequena variabilidade durante 
grandes intervalos de tempo ( exemplo: edificios de ha-
bita9ao 0,6 0,2 0,0 
Cargas acidentais dos edificios IJIO IJII IJ!z 
- Locais em que nao ha predominancia de pesos de equipa 
mentos que permanecem fixos por longos periodos de tern-
po, nem elevadas concentra9oes de pessoas 0,4 0,3 0,2 
- Locais em que ha predominancia de pesos de equipamen-
tos que permanecem fixos por longos periodos de tempos, 
ou de elevadas concentra9oes de pessoas 0,7 0,6 0,4 
- Bibliotecas, arquivos, oficinas e garagens 0,8 0,7 0,6 
Cargas m6veis e seus efeitos dinamicos IJIO 'l'l IJ!z 
- Pontes de pedestres 0,4 0,3 0,2() 
- Pontes rodoviiuias 0,6 0,4 0,2() 
- Pontes ferroviiuias ( ferrovias nao especializadas ) 0,8 0,6 0,4() 
• ( ) Adm1te-se IJfz=O quando a ayao vanavel pnnc1pal correspondente a urn efe1to sismico. 
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5. 7 EST ADOS LIMITES ( ITEM 6 NBR 7197 ) 
Segundo AGOSTINI [ 2 ] podemos dividir o estudo de uma pe\)a protendida na ruina em 
duas fases: 
Fase I : Compreende desde a execu\)ao da protensao ate a condi9iio em que a fibra de 
concreto ao nivel do centro de gravidade da armadura fica com tensao nula. 
Devido a for\)a de protensao o diagrama de tensoes no concreto deve ter a seguinte 
configura\)ao: 
~" v p., 
G 
Tensao no concreto devida 
a protensao na altura do 
gravidade da 
armadura. 
FIGURA 5.8- Estado de tensiies no concreto considerando somente a for~ de protensii.o 
Portanto, devido a protensao na armadura tem-se urn alongamento. 
Devido as cargas extemas na pe\)a. inclusive seu peso proprio, o diagrama de tensoes 
devido a flexao deve ter a seguinte forma. 
, 
.--, 0' cargasextemas 
0', cargas extemas 
cr.: Tensao no concreto 
na altura do e.g. da 
armadura, devido as 
cargas extemas. 
FIGURA 5.9 - Tensii.o no concreto considerando cargas externas 
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Superpondo os efeitos da protensao e das cargas externas, existini urn instante no qual a 
altura do e.g. da armadura ter-se-a: 
(5.35) 
Segundo AGOSTINI [ 2 ], ou seja, ocorrem a descompressao do concreto na altura do 
e.g. da armadura, portanto no concreto ocorreu urn alongamento: 
(5.36) 
Devido a aderencia por compatibilidade de deforrnayoes, ocorrem alongamento na 
armadura de protensao igual a Eo , ou seja: 




Portanto, no instante em que na altura do e.g. da armadura a tensao no concreto for nula a 
deforma~tiio total na armadura sera: 
Poo+aEciap.IAP =&·p 
APEP 





AGOSTINI[ 2] diz que o pn\-alongamento ( s';) e a deformavao que sofre a armadura de 
protensao, devida a forva de protensao final e a descompressao do concreto causada pela flexao 
produzida pelas cargas externas. 
A partir do instante que e nula a tensao no concreto na altura do e.G. da armadura, se 
continuarmos acrescentando cargas externas, supondo nula a resistencia do concreto a travao, 
surgirao as primeiras fissuras e a peva protendida passa a ter urn comportamento equivalente a 
uma peva de concreto armado comum. 
Nesta fase, as deformavoes no concreto e na armadura obedecerao as prescrivoes da NBR 
6118, para o estado limite Ultimo devido as solicitavoes normais. 
Fase II : Vai da condivao em que a libra de concreto, ao nivel do e.G. da armadura, esta 
sem solicitavao ate a condivao de ruina. 
A partir do instante em que a libra de concreto ao nivel do e.G. da armadura fica com 
tensao nula, a peva comeva a comportar-se como uma peva de concreto armado, sendo assim, se 
continuarmos a aplicar mais carga a peya, comeva a fissurar ate chegar a ruina. 
5.7.1 DIMENSIONAMENTO PARA 0 ESTADO LIMITE ULTIMO 
DEVIDO As SOLICITA<;:OES NORMAlS 
Para o dimensionamento da peva pelo Estado Limite Ultimo sera adotado apenas o roteiro 
de caiculo para sevao T falsa em que a linha neutra corta a mesa, visto que trabalharemos com 




(' 7 ' 
' 
/ 
FIGURA 5.10- Diagramas de tensoes para o Estado Limite Ultimo devido as solicita~oes 
normais 
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M.t = 1,40. ( Mg + Mq) --+ edificios 
M.t = 1,35. Mg+ 1,5 . Mq--+ pontes 
Condiviio de peya sub-annada : fpyd :s;; crpd :s;; fptd 






A tensiio y '!"' atuante sera detenninada por urn processo de aproximayoes sucessivas. 
1 o T entativa: adotamos urna tensiio y ~~ calculada como a media aritmetica entre fpyd e 
(5.44) 
As foryas resultantes das tens5es de compressiio e trayiio no concreto sao obtidas por: 
R,= A.: •. 0,85 fed (5.45) 
(5.46) 
E o binario dessas duas foryas e determinado como: 
(5.47) 
Da expressiio no ( 5.4 7) encontra-se a area de avo necessaria para a tensiio adotada: 
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Com a area de a~o e a tensao encontra-se o valor da linha neutra da pe~a. 
A (l)cr (!) 
x<1J = P spd LINHA NEUTRA 
0,85Fcdbw0,8 
(5.48) 
Com o valor da linha neutra nesta posi~ao resulta para a deforma~ao da armadura: 
&p(IJ = 3,5( ~ ). d- x ?: 10 ~ DEFORMAC::AO DA ARMADURA 
X 
(5.49) 
0 valor da deforma~o &p (IJ tera o valor mitximo de 1-6 ° oo , este valor e a maxima 
deforma~ao do a~o. Caso na expressao (5.49) de urn valor acima de 10 °oo adotareni'os o valor de 
10 ° 00 . Isto significa que para/a pe~a romper por esmagamento a deforma~ao tera que ter o valor 
calculado. Como o a~o s6 pode possuir a deforma~o de 10 °oo , tomamos o valor indicado, 
estando assim a favor da segu(an~a. 
Para conhecermos a deforma~o total na armadura de protensao e necessitrio determinar a 




a_ = CJspi - Perdas . CJspi (5.53) 
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0,77 . fptk 
(Item 8.2.1.2 da NBR 7197) 
0,90 . t;,)k 
Deformac;ao causada pela forc;a de protensao: 
On de: 
A (1) .cr + EP lcr I.A (1) 
(I) - p sp. E P. p 
~ - c 
A (ll E p . p 
_ P., P"' .ep.ep 
cr -----==-_!._-'-
P. A I 
c c 
Multiplicando e dividindo por Ap obtemos: 
l
cr j = p (-1 + ep2) AP 





Deste modo encontramos a deformayao causada pela forc;a de protensao final: 
Ep= 2.000.000 Kgf I cm2 
Ec= 0,9.6.600 .Jr;;j 
fci= fd + 3,5 kgf I cm2 
E ( 1 2J cr +-.E.cr A (l) -+ ep 
spoo E spoo P A I 
c c c (5.57) 
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Desta forma, a deformayao ultima da armadura vale: 
(5.58) 
Para este valor de deformas;ao encontramos no diagrarna tensao-deformas;ao da armadura 
para as;os CP 175 RN a expressao para o ciilculo da tensao. Caso a tensao calculada de valor 
diferente ao valor da I • tentativa terii que ser adotado outro valor ate que ele convi.Jja ao valor da 
tensao da expressao (5.44). 
5. 7.2 CALCULO DO VALOR DA FORc;A DE PROTENSAO 
Primeiramente e calculada a tensao no concreto devido a for9a de protensao para urn 
tempo infinito. Em que multiplicarnos a deformayao de pre-alongamento pelo modulo de 
elasticidade do concreto. 
(5.59) 
Com o resultado de cr "'· calcula-se a for9a de protenslio para urn tempo infinito 
( P., ) e admitindo urn valor pre-determinado para a perda e calculada a for9a de protensao inicial 
a ser aplicada na pe9a de concreto, onde. 
P, = cr "'· . Ap ~ cr "'· = ( cr spi - perdas ) (5.60) 
p. = P, 
1 (1- perdas) (5.61) 
Obtido P; e calculada a tensao inicial no concreto. 
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p. 




Se a tensao calculada possuir urn valor maior que cr5p;, necessitaremos calcular uma nova 




Com o valor de P"' calculado pelo estado limite ultimo, este e comparado com o valor de 
P, calculado pelo estado limite de utilizayao e escolhido o que satisfizer as duas condiyoes, ou 
seja, o maior valor. 
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6. TRA<;ADO DO CABO DE PROTENSAO 
6.1 INTRODU<;AO 
Usualmente o tra9ado do cabo e definido pelo maximo memento e pelo final da 
sev1io(ponto de ancoragem). Porem, em vigas continuas, ou faixas continuas de lajes, as se9oes 
intermediarias podem ter tensoes criticas, em que novos parametres alterarao o tra9ado do cabo. 
Para determinarmos o tra9ado possivel do cabo, urn fuse limite para a localizay1io do eixo 
definido pelos centres de gravidade das se9oes dos cabos ( c.g.s.) e obtido. Determinado o limite 
superior e inferior do fuse , podemos tra9ar a regiao em que estao contidas as tensoes admissiveis 
do concreto, urna vez utilizadas a for9a de protensao final e a for9a de protensao infinita. 
Na regiao das tensoes admissiveis pode-se tra9ar o perfil do cabo de protensao, e verificar 
se o mesmo respeita as tensoes admissiveis; case em algum ponte da excentricidade o cabo esteja 
fora do fuse limite, ou nao respeitar o recobrimento minimo da pe9a, o tfa9ado do cabo pede ser 
mudado para adequar-se ao fuse limite atraves de urna opera91io denominada transforma91io 
linear. Esta opera91io consiste na mudan9a da posi91io do cabo sobre os apoios internes da viga 
sem mudar a forma da curva definida pelo tra9ado do cabo. 
Neste trabalho o cabo e considerado com perfil parab6lico definido por tres pontes, 
usualmente urn no inicio do cabo, urn no ponte de inflexao da curva e outre entre estes dois. 
Com estes tres pontes o programa calcula as excentricidades dos demais pontes automaticamente, 
fomecendo o tra9ado para que posteriormente sejam calculadas as perdas imediatas e 
progressivas. 
6.2 CALCULO DO FUSO LIMITE 
Fuso limite e urn intervalo(uma regiiio) na qual deve estar situada a linha que define os 
centros de gravidade da annadura ao Iongo da peya, de modo que as tensoes no concreto sejam as 
adrnissiveis por norma. 
0 calculo do fuso limite sera dividido em duas partes, uma referente ao momento maximo 
positivo, onde o momento devido a curvatura do cabo traciona a borda superior do concreto e 
outro referente ao momento maximo negativo, onde o momento devido a curvatura do cabo 
traciona a borda inferior do concreto. 
6.2.1 FUSO LIMITE REFERENTE AO MOMENTO MAxiMO POSITIVO 
6.2.1.1FASE DE UTILIZA<;AO 
I --K' ~· ) ) ') i = t. + + ~~+ = I -K" Y' p~ MPPic' ep - pj P.iep Mg 
FIGURA 6.1 - Esquema de Solicitayiio 
Borda Inferior: ( Pi+ Mg) - Maxima Compressiio 
onde: 
, I K=-c-; 
Ac·Y' 
k'= Distancia do antip6lo da borda inferior ao e.G. da seyiio; 
k"= Distancia do antip6lo da borda superior ao e.G. da seyiio; 
L:= Momento de inercia da seyiio; 
A.,= Area de concreto da seyiio; 
y'= Distancia do e.G. a borda inferior da Seyiio; 
y"= Distancia do e.G. a borda superior da se91io; 
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~ c' -em 
p 
-
( 6.1 ) 
C' = j[ 0,7fck l].[lJ) 1 (-%J AcY' (6.2) 
(6.3) 
(6.4) 
0 calculo de C' 1 e C' 2 corresponde a encontrar o valor do limitante das tensoes da borda 
inferior. 
Conforme AGOSTINI [ 3 ] o valor da excentricidade C' sera o menor valor entre 1 e 2 
para que sejam satisfeitas ao mesmo tempo as condis;oes limites de tensoes de compressao e 
tra91io. 
6.2.1.2 PE<;A EM SERVI<;O 
I -- ~~r:/;1 Tc· K' ,.. ) ) ' I i ==f.-+ + - f-lK" Y' Pee Pro 
·pro Pro Ep Mg+M~ 
e!n 
FIGURA 6.2 -Esquema de Solicita'>iio 
Borda Superior: ( P"' + Mg + Mq ) - Maxima Tra'>iio 




adota-se o menor valor de C" 
0 calculo de C' 1 e C' 2 corresponde a encontrar o valor do limitante das tensoes da borda 
inferior. 
6.2.2 FUSO LIMITE REFERENTE AO MOMENTO MAxiMO NEGATIVO 
6.2.2.1 FASE DE UTILIZA<;AO 
o.· 
K' Y" Pi )i"P ) !f---+-+--K-"-----,rY'= - + + Mg = J1 
F1GURA 6.3- Esquema de Solicita.;lio 
Borda Superior: ( Pi+ Mg) - Maxima Compresslio 
(6.6) 
Borda Inferior :( Pi+ Mg) - Maxima Tra.;lio 
(6.7) 
Adota-se o menor valor de C' 
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6.2.2.2 F ASE EM SERVI<;:O 
I l'b K' 
L K" Y' 
FIGURA 6.4-Esquema de Solicita~ao 
Borda Superior ( P, + Mg + Mq) Minima Compressao 
Minima Compressao: crc" = 0 
Borda Inferior( P, + Mg + Mq) Maxima Compressao 
(6.9) 
Estes procedimentos de calculo encontram-se na rotina fuso limite, sendo que a propria 
rotina se encarrega de escolher o maior momento e envia-lo para o calculo dos delimitantes do 
fuso limite C' e C", nao sendo necessaria informar qual a viga onde esta o maior momento. 
6.3 TRA<;:ADO DO FUSO LIMITE 
Determinadas as excentricidades c· e c", desenham-se as retas distantes c· e c" da linha 
dos centros de gravidade da viga, marcando a partir dessas retas respectivamente as ordenadas 
Mgl/Po e ( Mg+Mq)/P"', determinando o fuso limite, conforme a figura 6.5. 
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Mg+Mq 
FIGURA 6.5 - Fuso limite para os estados limites ( utiliza~ao e ultimo) 
As tens5es limites sao respeitadas quando em qualquer se<;ao da viga a linha que define os 
centres de gravidade da armadura esteja situada no fuso limite, como indicado na figura 6.6. 
FIGURA 6.6 Cabo de protensao respeitando as tensoes admissiveis do fuso limite 
Muitas vezes pode acontecer do tra<;ado do fuso limite ser definido fora da viga. Neste 
caso o trac,;ado do cabo de protensao e delimitado pelo cobrimento minimo do concreto 
FIGURA 6. 7 Fuso limite delimitado pelo cobrimento minimo 
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No caso de se ter em uma certa se<;ao tensoes admissiveis tanto no estado limite de 
utiliza<;:iio, quanto no estado limite ultimo, isto significa que nesta se<;ao as curvas que limitam o 
litso limite coincidem. 
FIGURA. 6.8 Fuso limite com limites coinddentes 
6.4 CABO CONCORDANTE 
Fixado a regiao que respeita as tensoes admissiveis ( fuso limite), podemos definir como 
primeira estimativa o travado do cabo concordante, tendo como objetivo posicionar o tra9ado 
dentro do fuso limite. Pela definic;:ao, cabo concordante numa viga continua protendida ( e urn cabo 
que coincide com a linha de pressao no concreto, linha esta que define os pontos de aplicaviio da 
linha do e.g. da compressao no concreto ao Iongo da viga) 
Tra<;ado do cabo concordante pode ser definido atraves do diagrama de momentos da viga 
continua, segundo o teorema do cabo concordante, cada diagrama de momento para uma viga 
continua, produzido por qualquer combina<yao de cargas externas desenhado em qualquer escala e 
uma posi<;ao para urn cabo concordante nessa viga. 







Mgmax : Maior momenta da viga continua ou maior momenta da faixa da laje; 
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ep: Distilncia do centro de gravidade da pe<;:a ate o e.g. da annadura; 
M: Momento em cada n6 da viga. 
Calculada a expressao que define o tracado do cabo concordante e analisado se o mesmo 
respeita o tra<;:ado do fuso limite. Caso aconte<;:a deste tra<;:ado respeitar o uayado do fuso limite e 
nao respeitar o recobrimento minimo da pe<;:a deve-se aplicar a transfonnayao linear para assim 
obter o trar;:ado definitivo do cabo de protensao 
6.5 TRA.NSFORMA(:AO LINEAR 
Quando se muda a posi.;ao da linha do centro de gravidade da armadura sobre os apoios 
internos de uma viga continua, sem mudar a forma intrinseca da linha, diz-se que a nova linha e 
uma transfonna<;:ao linear da anterior. 
Segundo AGOSTINI [ 3 ], isto significa que a transforma<;:ao linear da linha dos centros de 
gravidade da annadura nao afeta os esfon;os no concreto, uma vez que a linha de pressao no 
concreto permanece invariavel. 
Deste modo podemos comprovar na esquematiza<;:iio o teorema anterior. 
f, = f, "oJ linha 
.,.,. 
?.srnadura 
FIGURA 6.9 Tnmsform:u;:iio linear da linha do centro de gravidade da armadura 
Em uma viga continua a linha do centro de gravidade da armadura, pode ser transformada 
lineannente sem mudar a posi<;:iio da linha de pressao no concreto. 
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= 
FlGURA 6.10 Momentos isostaticos de protensao 
Supondo que a forva de protensao seja a mesma em ambos os travados. 
M;=l'linha y=y(x) (613) 
M,·~ z• linha y = y ( X ) +k ( X ) + c (614) 
Momenta isostatico = P er 
A derivada segunda dos momentos isostaticos sao os carregamentos equivalentes a 
protensao, mas y" = y ··, portanto os carregamentos sao iguais, logo os momentos resultantes 
devidos a protensao sao iguais. 
(6.15) 
Portanto a linha de pressao no concreto e a mesma. 
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6.6 TRA(:ADO PARABOLICO AUTOMATICO DO CABO DE 
PROTENSAO 
y 
FIGURA 6.11 Tra~ado do cabo para uma viga continua 
Para a constru<;ao do trac;ado parab61ico necessita-se de tres pontos, sendo eles: o ponto 
inicial, onde come<;a o cabo, ou seja, no inicio da pec;:a cuja extremidade e e; , o ponto 
intermediario em , e o ponto de inflexao da curva er . Com estes tres pontos e possivel calcular 
automaticamente os demais pontos da curva. 
Iniciando-se a formula<;ao do tra<;:ado, adota-se uma equa<;:ao do 22 grau, denominando o 
tra<;ado como Y, deste modo: 
Y=ax2+bx+c (6.16) 
Impondo as condi.yoes de contorno para o n6 inicial e n6 final da curva tem-se: 
p/ x = 0 -J> Y= e; -J> e; = c 





Montando a expressao em fun<;:1lo das excentricidades obtem-se: 
7 
ef- e; =ax(+ bxr ( 6.19) 
Impondo as condi<;:oes de contomo para o n6 intermediario tem-se 
Expressando-se em fun.;:ao das excentricidades obtem-se 
(6.21) 




- ax f = b 
Xf 
Da igualdade das equa.;:oes temos: 
e - e· 
axr = m 1 
Xm 
Ou de forma mais simplificada: 
Com a expressao anterior obtemos a expressao da variavel a : 
( er - ei)xm- (em- ei)xr = a 








Como xu' Xm e ( xr e Xm ) * 0, mais a expressao (6.26) pode-se utilizar da equayao 




( e, - e,)xm_ (em - e,)xr 
(xr- xm)xm 
( e, - e,)[ ( x, - xm)xm - x,xm ]- (em - e,)x/ 
( Xr - xm)XrXm 
b -( e, - e,)x~ - (em - e,)xi 
( Xr - xm)XrXm 
(6.27) 
(6.28) 
Encontradas as variaveis a, b e c podemos montar definitivamente a expressao parab61ica, 
obtendo-se assim: 
y- (er- ei)xm- (em- ei)xr x2- ( er- ei)xm 2 + (em- ei)xr2 + e 
- (xr- xm)xrxm (xr- xm)xrxm ' 
(6.29) 
Ou de forma mais resumida: 
Y= (x, 
1 {[(e,-e,)xm-(em-er)x,]x'- l 
xm)x,xm [ ( e1 e,)xm 2 - (em- e,)x/ ]x + ( x,- xm)x,xm J (6.30) 
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Resultando em Y = e 
1 
x =_l e xf=l1 m 2 
Desta forma, como esperado, a expressao esta correta. 
Cada excentricidade corresponde a urn n6 da rede de elementos finitos. 





Na qual resulta para o valor positivo a parabola com concavidade para cima. 
Se 
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0 sinal negativo da derivada segunda indica que a carga equivalente a protensao e dirigida 
para baixo e, portanto, na convens;ao de sinais aqui adotada e negativa. 
De acordo com LIN [ 1 7 ] a carga equi valente a protensao dada por : 
8Fh 
q =-,- onde: 
A-
q = Carga equivalente; 
F = Fors;a de protensao aplicada no cabo; 
h = distilncia da parte concava ou convexa da parabola ate o centro de gravidade da viga. 
l = Projes;ao horizontal do comprimento do segrnento de cabo. 
A equas;ao do cabo permitira tambem, o cillculo do ilngulo de curvatura do cabo 
necessaria para avaliar as perdas por atrito. 
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7. PERDAS DE PROTENSAO 
7.1 INTRODU<;AO 
Definido o trayado do cabo de protensiio, o proximo passo e calcular as perdas de 
protensiio. Para isso devemos considerar as perdas imediatas (acomodayiio das ancoragens e 
perdas por atrito) e as perdas progressivas ( retrayiio e deformayiio lenta ). 
As perdas de protensiio desempenham papel importantissimo nas peyas de concreto 
protendido, uma vez que o seu valor pode atingir valores altos. Segundo PFEIL [ 18 ] 
Dependendo da pe9a a ser protendida, este valor pode atingir valores acima de 30 % da for9a de 
protensiio inicialmente aplicada na pe9a, sendo que na maioria dos casos estes valores ficam na 
ordem de 20% a 30% . 
Por estes motivos msenu-se este assunto e implementou-se tal rotina no programa 
GRPROT. 
7.2 PERDAS IMEDIATAS 
Sao perdas que ocorrem logo apos o estiramento dos cabos. Esta perdas siio divididas em 
perdas por atrito e perdas por acomoda9iio das ancoragens. 
7.2.1 PERDAS POR ATRITO 
Nas pe9as de concreto protendido utilizando aderencia posterior a bainha apresenta quase 
sempre desenvolvimento curvo e sinuosidade involuntarias, devido a isso surge o inevitavel atrito 
entre o a9o de protensiio e a bainha. 
Esta perda pode ser considerada como a soma de duas parcelas: uma devida a curvatura do 
cabo e a outra devida ao comprimento do cabo. Mesmo em cabos retos. este atrito deve ser 
considerado, pois nao se consegue eliminar as pequenas ondula((oes que o conjunto bainha-cabo 
sofre. 
Em fun((iio das for((as de inflexiio e do coeficiente de atrito " 1-1 ", a perda da fon;:a de 
protensiio devida ao atrito pode ser quantificada ao Iongo do cabo atraves da equa((iio indicada na 
NBR 7197, item 8.5.1.2, denominada formula de Euler Coulomb. 
on de 
P0 = for9a de protensiio na seyiio da abcissa x=O; no tempo t=O; 
P0 (x) = forya de protensiio na se((iio da abcissa x, no tempo t=O; 
1-1 = coeficiente de atrito entre o a9o e a bainha; 
(7.1) 
a = somat6rio dos angulos de inflexiio do cabo, niio considerando a inclina((iio a 0 ; 
k = 1-lY , sendo y = coef de perdas por metro, provocadas por curvaturas niio 
intencionais. Varia com o diiimetro da bainha. 
Na falta de dados experimentais 1-1 pode ser estimado como segue: 
1-1 = 0,50 entre cabo e concreto sem bainha; 
1-1 = 0,30 entre barras ou fios com mossas ou saliencias e bainha metalica; 
1-1 = 0,20 entre fios lisos paralelos ou tra9ados e bainha metiilica; 
1-1 = 0, 1 0 entre fios lisos paralelos ou tran((ados e bainha metalica lubrificada. 
Quando elementos dentro da mesma bainha sao protendidos individualmente, os valores de 
1-1 acima especificados devem ser aumentados de 0,1 0. 
0 coeficiente de atrito 1-1 aumenta com a presenva de 6xido de ferro, seja nas cordoalhas, 
seja nas paredes da bainha. 
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TABELA 7.1 Valores do coeficiente de perdas por metro, provocadas por cnrvaturas uiio 
intencionais. 
cjl bainha( mm) 30 40 50 ;;:, 60 
y(rad/m) 0,015 0,010 0,008 0,006 
k = !lY 0,0015).1 O,OlO!J. 0,008).1 0,0061J. 
Segundo RUDLOFF [ 20 ], embora pela equa9iio de Euler-Coulomb o resultado te6rico 
seja o mesmo, a for9a de atrito varia com a pressiio unitaria de contato, isto e, com raio de 
curvatura do cabo. Para que esta pressiio radial niio se tome excessiva, ocasionando a destrui9iio 
da bainha e o esmagarnento do concreto, e necessaria que os raios de curvatura do cabo niio sejarn 
inferiores aos valores minimos abaixo indicados. Para que os componentes do feixe entrem na 
ancoragem da forma mais regular passive!, e necessaria existir o comprimento reto ''L" minima 
anterior a ancoragem tarnbem abaixo indicado. 
cabo 4<1>12,7 6-7<1>12,7 12<1>12, 7 19- 22<!>12,7 27- 31<1>12,7 
raio "R" 5,0m 6,0m 8,0m ll,Om 14,0m 
"L" 60cm 70cm 90cm 130cm 160cm 
TABELA 7.2 Cordoalha de 7 fios = cjll/2" (BB) 
cabo 4<\>15,2 6-7<\>15,2 12<\>15,2 19- 22<\>15,2 27- 31<\>15,2 
raio ''R" 8,0m 9,0m 12,0m 16,0m 2l,Om 
"L" 80cm 100cm 135cm 190cm 235cm 
TABELA 7.3 Cordoalha de 7 fios cjl = 5/8" (BB) 
RUDLOFF[ 20 ] afirma que os alongarnentos medidos em obra siio quase sempre menores 
que os te6ricos porque subestimarnos o coeficiente IJ. , e principalmente k=)la das curvaturas niio 
intencionais. 0 fato merece aten9ii0 a fim de que a estrutura niio fique com falta de protensiio. 
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7.2.1.1 CALCULO DO ANGULO a. 
0 angulo e caJcuJado conhecendo a funyaO que descreve a equa9a0 do cabo n• (6.30). 
derivando essa funyao em relayao a x obtem-se a inclina9ao da curva em cada ponto. Por 
exemplo na figura 7.1 as retas tangentes a curva que representa o cabo nas sey6es j e j-1 formam o 


















FIGURA 7.1 Angulo de curvatura do cabo de protensiio 
7.2.2 PERDAS POR ACOMODA(::AO DAS ANCORAGENS 
Definidos os valores da forya de protensao levando em conta as perdas por atrito, 
podemos calcular as perdas por acomoda9ao das ancoragens. Segundo RUDLOFF[ 20 ], a 
acomodayao das cunhas nas ancoragem ( cravayao) provoca, dependendo do sistema uma perda de 
4 a Smm no alongamento inicial ao qual se chegou antes da crava9ao. 
Como a forya gerada pelo atrito tern sempre sentido oposto ao do movimento do cabo, por 
ocasiao do recuo acima, ela ira se opor ao mesmo, dando origem a urn atrito negativo. 
Para a forya de protensao atribuida a urn segmento se considera a media das foryas de 
protensao que o cabo tern nos extremes dos segmentos correspondentes. 
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FIGURA 7.2- Perdas devido a acomoda(,:iio das ancoragens 
Quando se produz o deslizamento da cunha na ancoragem de valor 11.1, ha uma perda da 
for<;a de protensao de valor decrescente devido a ayao do atrito no sentido in verso, como indica a 
figura 7.2. Para obtenvao da curva CB que proporciona a for<;:a da protensao considerando o 
efeito do deslizamento temos as duas hip6teses: 
l. As curva AC e BC sao simetricas respeitando o eixo x ( isto significa que o atrito atua 
com igual intensidade frente ao alongamento e encurtamento ). 
2. 0 valor do deslizamento Ll.l e proporcional a area ABC da figura 7. 2 
L'il = Area( ABC) 
E,A, 
E,= Modulo de elasticidade do avo de protensao; 
A,= Area do cabo de protensao. 
(7.2) 
Utilizando tais hip6teses pode-se obter o ponto B, a partir do qual a penetra<;ao da cunha 
deixa de influir na for<;a de protensao. Para isso se comparam numericamente ambos os membros 




iok iok p + P, 
A 1 - "" A - ""· ' 1 . '" ·'l ' ~ L..... rt1i L.... D.. 1 
i=l i=l 2 
b) 
i=k 
A, = PuLi111 = P, 2lk 
i=l 
c) 
i\ 3 = 2(A,- A 2 ) (7 5) 
FIGURA 7.3 Caiculo da area A, proporcional ao valor da penetra~iio da cunha. 
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(7.4) 
Para urn determinado ponto, correspondente ao extremo final do segmento, 
ter-se-a: 
a) Se ~l>A3/EpA, ainda nao foi alcanyado o ponto B; 
b) Se ~l=A3/EpA, foi alcanyado exatamente o ponto B; 
c) Se ~l<A3/EpAp foi superado o ponto B. 
-0 valor da area A3 se obtem como indica a figura (7.3) 
0 ponto C se obtem por interpolayiio quando se passa consecutivamente do item a ao 
item c. 
uma vez obtido o ponto C, pode-se calcular a forva de protensao: 
(7 6) 
As foryas nos pontos da curva CB calcula se desta forma: 
(7.7) 
Este procedimento pode ser extrapolado no caso extremo em que o deslizamento da cunha 
afete inclusive a ancoragem oposta. 
7.3 PERDAS PROGRESSIV AS 
As perdas progressiva sao perdas que se processam ao Iongo de viuios anos, praticamente 
se estabilizam num periodo de 20 a 30 anos PFEIL[l8]. Estas perdas estao divididas em perdas 
por fluencia do concreto, e perdas por retra91io do concreto. 
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7.3.1 PERDAS POR FLUENCIA DO CONCRETO 
A fluencia ou deforma9iio lenta do concreto e o encurtamento do mesmo devido a a9iio de 
for9as permanentemente aplicadas. Segundo a teoria de Freyssinet, "os esfor9os de compressiio 
aos quais o concreto esta submetido, acarretam uma diminui9iio dos seus poros, indo a agua que 
neles se encontrava encher os poros de maior dimensiio que se achavam vazios, ocasionando urn 
aumento da umidade relativa do concreto, e uma consequente diminui9iio das tensoes capilares. 
Com o tempo, a agua em excesso ira evaporar, criando urn novo aumento nas tensoes capilares 
originando esfor9os de compressiio sobre o esqueleto solido do concreto, dando Iugar a 
deforma9iio lenta". 
Conforme a NBR 7197 [ 8 ], a deforma9iio por fluencia do concreto ( Ecc) compoe-se de 
duas partes, uma rapida e outra lenta. A fluencia rapida ( Ecca ) e irreversivel e ocorre durante as 
primeiras 24 horas ap6s a aplica9iio da carga que a originou. A fluencia lenta e por sua vez 
composta por duas outras parcelas: a deforma9iio lenta irreversivel ( Eccf ) e a deforma9iio lenta 
reversivel ( Eccd ) . 
Ec.!Dtal = Ec + Ecc = Ec ( 1 +$ ) 
onde: 
$. = coeficiente de fluencia rapida 
$r = coeficiente de deformaviio lenta irreversivel 





7.3.2 PERDAS POR RETRACAO DO CONCRETO 
Retra9iiO e 0 encurtamento do concreto devido a evapora9iiO da agua a hidrata9iiO do 
cimento. A retra9ao depende da umidade relativa do ambiente, da consistencia do concreto no 
lan9amento e da espessura ficticia da pe~. 
Segundo Freyssinet ( teoria termodinfunica do concreto ), esta propriedade deve-se as 
tensoes capilares da agua no interior dos poros do concreto que, perdendo parte desta agua, da 
Iugar a fenomenos de capilaridade, originando esfor9os que eqilivalem a uma pressao aplicada 
sobre o esqueleto solido do concreto, do exterior para o interior, ocasionando, em conseqilencia, a 
diminui9ao do volume. Esse processo so termina quando for alcan9ado urn estado de equilibrio na 
agua interporos do concreto, dependendo do grau de umidade do are do concreto. 
Segundo a 1'-.'BR 7197 [ 8 ], o valor da retra9ao do concreto depende de: 
a) umidade relativa do ambiente; 
b) consistencia do concreto no lan9amento; 
c) espessura ficticia da pe9a. 
0 valor da retra9ao entre os instantes to e t e dado pela expressao: 
(711) 
Onde: 
E"~ = E1, &2, =valor final da retra9iio, podendo ser obtido diretamente pela Tabela (7.4); 
10 ls = coeficiente dependente da umidade relativa do ambiente e da consistencia do concreto, 
podendo ser obtido pela expressao: 
104 .E1, = -6,16- __Q_ +~para abatimto de5-9 e Us 90 484 1590 
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(7.12) 
Os valores para Us;90 e abatimento 0-4 sao 25% menores e para abatimento 10-15 sao 
25% maiores. 
s 2, = coeficiente dependente da espessura ficticia da peva; 
f3,(t) ou f3,(t0 ) = coeficiente relative a retravao, no instante t ou to (Figura 4) NBR 7197 [ 8 ]; 
t = idade ficticia do concreto no instante considerado, em dias 
to = idade ficticia do concreto no instante em que o efeito da retravao na peva comeva a ser 
considerado, em dias. 
TABELA 7.4-Valores particulares para estimativas preliminares ou para obras correntes 
realizadas com concreto plastico (NBR 7197) 
UMIDADE U=40% U=55% U=75% U=90% 
RELA(:AO GEOMETRICA 
2Ac em 20 60 20 60 20 60 20 60 
u 
to= 5 4,4 3,9 3,8 3,3 3,0 2,6 2,3 2,1 
FLuENCIA to= 30 3,0 2,9 2,6 2,5 2,0 2,0 1,6 1,6 
<\>oo t0 = 60 3,0 2,6 2,2 2,2 1,7 1,8 1,4 1,4 
to= 5 -0,44 -0,39 -0,37 -0,33 -0,23 -0,21 -0,10 -0,09 
RETRA(:AO to= 30 -0,37 -0,38 -0,31 -0,31 -0,20 -0,20 -0,09 -0,09 
Ecsoo t0 = 60 -0,32 -0,36 -0,27 -0,30 -0,17 -0,19 -0,08 -0,09 
Nota. to, em dias 
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7.3.3 CALCULO PRATICO DA FLU:ENCIA E RETRA<;::AO DO 
CONCRETO 
Para o ca!culo da fluencia e da retra;;:ao, pode-se utilizar a expressiio do item 8.5.2 da NBR 
7197 [ 8], ou segundo RUDLOFF [ 22] a seguinte expressao: 
(6.13) 
Nesta expressao: 
Nv = componente normal de P na se;;:ao; 
E, = Ec28= =modulo de deforma;;:ao do concreto; 
M 
_.1?!!_ = tensao normal, sendo Mpg momento da protensiio P"" e da carga permanente g, na 
W,P 
se;;:ao considerada; 
<p, = coeficiente final de fluencia; 
Scro= retrayiio final; 
Ep = modulo de deforma;;:ao do ayo de protensao; 






k = aAp(-1-+-e-) 
Ac Wcp 
Ac = se;;:ao transversal da armadura de protensao; 
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(7.14) 
Ap = se~o transversal da armadura de protensiio; 
e = excentricidade do cabo na seyiio considerada; 
Wcp =modulo de resistencia da seyiio, na altura do cabo. 
7.3.3.1 OBSERV A(:OES SEGUNDO RUDLOFF {22} 
1. A expressiio de ~cr;'(7.14) foi obtida a partir da deforma~o elastica e da deformayiio 
plastica, bern como da coerencia de deformayoes entre o ayo e o concreto. 
2. Np I Ace Mpg I Wcp sao perdas de tensiio normal de compressiio, portanto equivalem a 
tensoes de tra~o e tern por isso sinal positivo. 
3. Para estirnativas prelirninares de obras correntes realizadas com concreto plastico, os 
val ores de «!J"' e Ecs pod em ser tirados da tabela 6. 1. 
4. Sendo necessario conhecer «!J ou Ec., entre os tempos 0 e t, basta seguir os itens 7.1.3 e 
7.2.2 da NBR 7197. 
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8. EXEMPLOS DE LAJES E VIGA CONTINUA PROTENDIDA 
8.1 INTRODU(:AO 
Neste capitulo fomeceremos exemplos de lajes protendidas biapoiada e continua e 
exemplo de uma viga continua, tendo como arquivo de saida: a forya de protensiio no estado 
limite de utilizayao, a forr;;a de protensiio para o estado limite Ultimo, a forr;;a adotada, o trar;;ado do 
fuso limite, trayado do cabo de protensiio, perdas imediatas (por atrito e acomodar;;ao das 
ancoragens) , as perdas progressivas (retrayiio e deformar;;iio lenta), e finalmente a carga 
equivalente da protensao. 
Como o programa calcula a laje como uma grelha equivalente, simulando-a como varias 
vtgas em seu plano horizontal adotam-se faixas de trabalho de urn metro, visto que para 
dimensionamento de faixas de urn metro obtem-se valores muito proximos dos valores reais de 
ca.Jculo. 
8.2 EXEMPLO 1- LAJE APOIADA NAS QUATRO BORDAS 
Neste exemplo dimensiona-se uma laje isostatica apoiada nas quatro bordas. A laje e 
maciya com dimensoes de (lOrn x lOrn x 0,27m ). Como carregamento adota-se seu peso proprio 
e uma sobrecarga de 250 kgf I m2, deste modo: 
Peso Proprio = 0,27m x 2,5 tf I m3 = 0,675 tf I m2 
Sobrecarga = ............................... = 0,250 tf I m2 
Peso total= ................................... = 0,925 tf I m2 
lOmebos 
FIGURA 8.1 Laje apoiada nas quatro bordas 
Aa laje apresentada acima esta dividida em 22 vigas, tendo 121 nos e 220 elementos. Neste 
exemplo utilizaremos protensao limitada e a armadura sera p6s-tensionada. 0 ayo adotado sera o 
CP 175 RN, area de 1 cabo= 3,86cm2 - 4cp12,7mm- sistema Freyssinet. 
Para nao listarmos todas as faixas de laje no arquivo de saida, pois deste modo o arquivo 
ficara muito grande, listaremos somente a faixa em que se encontra o momenta maximo da laje, 
deste modo: 
CALCULO DE GRELHA COM ELEMENTOS FINITOS 
************************************************ 
NUMERO DE BARRAS= 22 
NUMERO TOTAL DE NOS=l21 
NUMERO DE ELEMENTOS=220 
NUMERO DE NOS COM RESTRICAO= 40 
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DESCRICAO DAS BARRAS NA ESTRUTURA 
*************************************** 
DADOS REFERENTE A BARRA NUMERO 6 
NUM NO NO X y z X y z 
ELEM INI FIN INI INI INI FIN FIN FIN TAM1 SENX SENY SENZ 
51 56 57 .00 .00 5.00 1.00 .00 5.00 1.00 1.00 .00 .00 
52 57 58 1.00 .00 5.00 2.00 .00 5.00 1.00 1.00 .00 .00 
53 58 59 2.00 .00 5.00 3.00 .00 5.00 1.00 1.00 .00 .00 
54 59 60 3.00 .00 5.00 4.00 .00 5.00 1.00 1.00 .00 .00 
55 60 61 4.00 .00 5.00 5.00 .00 5.00 1.00 1.00 .00 .00 
56 61 62 5.00 .00 5.00 6.00 .00 5.00 1.00 1.00 .00 .00 
57 62 64 7.00 .00 5.00 8.00 .00 5.00 1.00 1.00 .00 .00 
59 64 65 8.00 .00 5.00 9.00 .00 5.00 1.00 1.00 .00 .00 
60 65 66 9.00 .00 5.00 10.00 .00 5.00 1.00 1.00 .00 .00 
PROPRIEDADES DOS MATERIAlS 
******************************* 
MATERIAL POISSON ELASTICIDADE PESO ESPECIFICO AREA INERCIA 
1 .1800 20000000.000 .000 .270 .001640 
DESCRICAO DOS CARREGAMENTOS NA ESTRUTURA 
************************************************* 
******** CARREGAMENTO REFERENTE A BARRA NUMERO 6 
NUM NOINI NO FIN CARGAY CARGAY CARGAZ CARGAZ 
ELEM ELEM ELEM N1 NF N1 NF 
51 56 57 -.46 -.46 .00 .00 
52 57 58 -.46 -.46 .00 .00 
53 58 59 -.46 -.46 .00 .00 
54 59 60 -.46 -.46 .00 .00 
55 60 61 -.46 -.46 .00 .00 
56 61 62 -.46 -.46 .00 .00 
57 62 63 -.46 -.46 .00 .00 
58 63 64 -.46 -.46 .00 .00 
59 64 65 -.46 -.46 .00 .00 
60 65 66 -.46 -.46 .00 .00 
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RESULTADOS DOS DESLOCAMENTOS NODAIS 
********************************************* 
********* DESLOCAMENTOS NODAIS NA BARRA 6 ********** 
NO u v w DX DY DZ 
56 .000000 .000000 .000000 .000000 .000000 -.000027 
57 .000000 -.000027 .000000 .000000 .000000 -.000025 
58 .000000 -.000050 .000000 .000000 .000000 -.000021 
59 .000000 -.000068 .000000 .000000 .000000 -.000015 
60 .000000 -.000080 .000000 .000000 .000000 -.000008 
61 .000000 -.000083 .000000 .000000 .000000 .000000 
62 .000000 -.000080 .000000 .000000 .000000 .000008 
63 .000000 -.000068 .000000 .000000 .000000 .000015 
64 .000000 -.000050 .000000 .000000 .000000 .000021 
65 .000000 -.000026 .000000 .000000 .000000 .000025 
66 .000000 .000000 .000000 .000000 .000000 .000027 
ESFORCOS NODAIS NAS BARRAS 
*************************** 
********* ESFORCOS NODAIS NA BARRA 6 **** 
NO NX NY NZ MX MY MZ 
56 .000 -1.523 .000 .000 .000 .000 
57 .000 -1.292 .000 .000 .000 1.408 
58 .000 -.886 .000 .000 .000 2.410 
59 .000 -.539 .000 .000 .000 3.065 
60 .000 -.248 .000 .000 .000 3.428 
61 .000 .000 .000 .000 .000 3.544 
62 .000 .231 .000 .000 .000 3.428 
63 .000 .479 .000 .000 .000 3.064 
64 .000 .770 .000 .000 .000 2.410 
65 .000 1.118 .000 .000 .000 1.408 
66 .000 1.523 .000 .000 .000 .000 
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,'/.VH!///#!.'H MOMENTOS REFERENTE A VIGA NUMERO 6 #h'h'//,\'h'h'.i' 
MOMENTO PERMANENTE = 2.5868 TF*M 
MOMENTO ACIDENTAL 1 = .9568 TF*M 
MOMENTO ACIDENTAL 2 = .0000 TF*M 
** COMBINACAO QUASE PERMANENTE-ESTADO LIMITE DE DESCOMPRESSAO ** 
FORCA DE PROTENSAO 
TENSAO NA BORDA SUPERIOR 
LIMIT ANTE DA BORDA SUPERIOR 
= 17.25 TF 
= -127.74 TFIM2 
= -2450.00 TFIM2 
** COMBINACAO FREQUENTE DE ACAO-ESTADO LIMITE DE FORMACAO DE 
FISSURAS ** 
FORCA DE PROTENSAO FINAL = 2.24 TF 
TENSAO NABORDA SUPERIOR = -280.59 TFIM2 
LIMIT ANTE DA BORDA SUPERIOR = -2450.00 TFIM2 
****** VALORES PARA EST ADO LIMITE ULTIMO***** 
*** V ALORES PARA A INTERACAO NUMERO =3 
AREA DE AC01 AREA DE AC02 AREA ESCOLHIDA 
102.3335 2.1624 2.1624 
LINHA NEUTRA EP CALCULADO EP ESCOLHIDO 
1.2416 .0642 .0642 
DEFORMACAO DEFORMACAO COMO 
PRE-ALONGAMENTO (P/1000) CONCRETO ARMADO (P/1000) 
5.4134 4.9362 
TENSAO ADOTADA( KGF/CM2) TENSAO REAL(KGF/C M2) 
9761.1510 9761.4040 
PROTENSAO INICIAL( TF ) PROTENSAO INFINITA ( TF) 
29.2654 23.4123 
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******MAJOR FORCA DE PROTENSAO EST ADO LIMITE ULTIMO ***** 
PROTENSAO INICIAL( TF ) PROTENSAO INFINITA ( TF ) 
29.2654 23.4123 
11//111/li# DADOS REFERENTE AO FUSO LIMITE !JJ/H!/1/J/ 













******LIMITE DA LINHA INFERIOR= -.04950 
******LIMITE DA LINHA SUPERIOR= .18000 
MG(TF*M) MQ(TF*M) FUSO SUPER(M) FUSO INFER(M) 
.00 .00 .18 -.05 
1.03 .38 .13 -.08 
1.76 .65 .10 -.10 
2.24 .83 .08 -.11 
2.50 .93 .06 -.12 
2.59 .96 .06 -.12 
2.50 .93 .06 -.12 
2.24 .83 .08 
-.11 
1.76 .65 .10 -.10 
1.03 .38 .13 -.08 
.00 .00 .18 -.05 



















































Deste modo podemos representar o tra9ado do cabo de protensao, respeitando as tens6es 













TRA<;ADO DO CABO CONCORDANTE 
--3» ;Wllld·.!Jf.'§ . 
.ff5(U. ;J':Jl«l' 
:iPtU. .ji•.§ 
FIGURA 8.2 - Tra«;ado do Cabo Concordante respeitando o Fuso Limite 
CABO PROT. INICIAL CFATl CFAT2 
6 29.265 .300 .003 
EXCENTRICIDADES DO CABO 6 FORCAS DE PROTENSAO 
NOS EXC CABO FORCA DE PROTENSAO 
56 -.135 29.265 
57 -.097 29.104 
58 -.067 28.943 
59 -.046 28.783 
60 -.033 28.624 
61 -.029 28.466 
62 -.033 28.309 
63 -.046 28.152 
64 -.067 27.997 
65 -.097 27.842 
66 -.135 27.688 
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PERDAS DE PROTENSAO DEVIDO ACOMODACAO DA Al'JCORi\GEM 












PERDAS DEVIDO A FLUENCIA E RETRACAO DO CONCRETO 












ESFORCOS NA EXTRE!VIIDADE DA BARRA DEVIDOS 
AO CABO NUMERO= 6 
NO INJCIAL NO FINAL 
56 66 
NORMAL CORTANTE MOMENTO NOR!'v1AL CORTA!"fTE MOl\IIENTO 
28.92 1.22 -.13 -27.69 .00 -.14 
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CARGA DA PROTENSAO NO ELEMENTO 
ELEMENTO NO 1 N02 PYI PY2 
51 56 57 -.248 -.248 
52 57 58 -.248 -.248 
53 58 59 -.248 -.248 
54 59 60 -.248 -.248 
55 60 61 -.248 -.248 
56 61 62 -.248 -.248 
57 62 63 -.248 -.248 
58 63 64 -.248 -.248 
59 64 65 -.248 -.248 
60 65 66 -.248 -.248 
De forma resumida considerando todas as barras temos: 
Tabela 8.1 Fon;as de Protensao e Perdas de Protensao na Viga 
FORCA DE PROTENSAO (tf) PEROAS OE PROTENSAO 
(tf) 
VJGA p tOutilili!CiiO p coiilti111o 1,2 Pro atrito an cora retradio TOTAL 
(assumido) gem e 
fluencia 
1=11=12=22 0,44 0,41 0,59 0,02 0,53 0,00 0,04 
2=10=13=21 5.25 6,93 8,61 0.41 0,10 1,94 6,15 
3 = 9:14=20 10,01 13,42 16,11 0,90 0,18 2,04 13,65 
4 = 8=15=19 13,92 18,15 23,44 1.26 0,26 2,21 19.11 
5 = 1:16:18 16,39 22,21 21,11 1,50 0,31 2.32 23,64 
6=11 11,25 23,41 29,26 1,59 0,33 2,35 24,99 
MEDIA 10,55 14,20 11.15 0,96 0.29 1,81 14,70 
Deste modo tendo como base a media das fon;as podemos concluir que a perda 
total em todas as vigas da grelha equivale a 17,18% e nao a 20% como inicialmente foi adotado. 
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8.3 - EXEMPLO 2 - LAJE CONTINUA SEM VIGAS DE BORDA (LAJE 
COGUMELO) 
Neste exemplo dimensiona-se uma laje continua sem vigas de borda, ou seja ( laje 
cogumelo ) laje apoiada somente em pilares . A laje e maciya com dimensoes de ( 24m x 24m x 
0,22m ). Como carregamento adota-se seu peso proprio e uma sobrecarga de 300 kgf I m2, deste 
modo: 
Peso Proprio= 0,22m x 2,5 tf I m3 = 0,550 tf I m2 
Sobrecarga = ............................... = 0,300 tf I m2 
Peso total = ................................... = 0,850 tf I m2 
Exemplo analizado e proposto por Brandao, Miotto e Pinheiro10. 
t I I I 
-8------~---------s------~-
















FIGURA 8.3 - Laje de Piso de um Edificio de Estacionamento 
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A laje apresentada acima esta dividida em 26 vigas, com 169 n6s e 312 elementos. Neste 
exemplo utilizaremos protensao limitada e a armadura sera p6s-tensionada. Como a laje e 
simetrica calculamos somente urn quarto da estrutura considerando como faixa de trabalho a 
largura de urn metro. 0 a<;o adotado sera o CP 175 RN, area de 1 cabo= 3,86cm2 - 4<j>12,7mm-














FIGURA 8.4 - Tra~ado do Cabo Concordante respeitando o Fuso Limite 
Acima esta identificado o tra<;ado do cabo de protensao para a viga N° 9. 
Neste exemplo fomeceremos somente a tabela de resumo das for<;as de protensao bern 
como as perdas provenientes do tra<;ado do cabo. 
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Tabela 8.2 For~as de Protensao e Perdas de Protensao na Viga 
FORCA DE PROTENSAO (tf) PERDAS DE PROTENSAO 
(tf) 
VIGA p 00ut;uu,au p rofilt-iiiiG 1,2 P., atrito ancora retracao TOTAL 
(assumido) gem e 
fluencia 
1 21,21 20,66 26,59 1,30 0,29 0,80 24.20 
2 23,85 32,53 41,06 4,41 1,35 1,80 33,44 
3 61,54 63,69 19,62 10,03 2,48 2,54 64,51 
4 32,16 31,81 40,21 5,34 1,21 1,32 32,28 
5 23,94 23,36 29,20 3,15 0,84 0,98 24,23 
6 28,80 28,33 36,00 3,64 0,86 1,19 30,31 
1 23,81 23,23 29,16 2,56 0,39 0,92 25,89 
8 35,26 35,04 44,01 3,19 0,33 1.23 38,12 
9 68,29 11,44 89,30 9,49 2,89 2,90 14,02 
10 33,18 32,86 41,41 5,15 1,50 1,48 32,14 
11 12,45 11,86 15,56 1,36 0,26 0,52 13,42 
12 18,91 18,35 23,11 0,92 0,15 0,63 22,01 
13 40,90 41,00 51,25 1,84 0,31 1,10 48,00 
MEDIA 33,34 14,20 42,13 4,12 1,00 1,34 35,61 
Deste modo tendo como base a medtas das forc;:as podemos conclurr que as perda total em 
todas as vigas da grelha equivale a 15,53 % e niio a 20% como inicialmente foi adotado. 
8.4- EXEMPLO 3 - VIGA CONTINUA 4 APOIOS 
Neste exemplo dimensiona-se uma viga continua se<;iio T com dimensoes de (30m x 
.80m, 2.60 x .20). Como carregamento adota-se seu peso proprio e uma sobrecarga de 1640 kgf 
I m, deste modo: 
Peso Proprio= 1,9m2 x 2,5 tf I m3 = 1,90 tf I m 
Sobrecarga = .............................. = 1,64 tf I m 




FIGURA 8.5 - Viga Continua com tres tramos 
A viga apresentada acima esta dividida em 37 nos e 36 elementos, neste exemplo utilizaremos 
protensao completa considerando a pe9a p6s-tensionada. 0 avo adotado sera o CP 175 RN, area 
de 1 cabo = 3,86cm2 - 4cf> 12, 7mm- sistema Freyssinet . 
fica: 
Como a viga e simetrica consideramos somente metade da viga, deste modo a saida de 
CALCULO DA FORCA DE PROTENSAO PARA VI GAS 
SECAOT 
***** CALCULO UTILIZANDO PROTENSAO COMPLETA ***** 
DADOS REFERENTE A CARACTERISTICAS GEOMETRICAS DA PECA 
AREA DE CONCRETO = . 7400 M2 
MOMENTO DE lNERCIA = 
= 
.0550 M4 
.7378 M BORDA INFERIOR 
BORDA SUPERIOR 
FCK 
= .2622 M 
= 250.0000 KGF/CM2 
RECOBRIM DAPECA = 
EXCENTRICIDA PECA = 
!000 M 
.6378 M 
Hh'#HHHHH MOMENTOS REFERENTE A VIGA ~RO 1 HNNHHH!i# 
MOMENTO PERMANENTE 
MOMENTO ACIDENTAL 1 
MOMENTO ACIDENT AL 2 
= 38.5607 TF*M 
= 31.5497 TF*M 
= .0000 TF*M 
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** COMBINACAO QUASE PERMANENTE EST ADO LIMITE DE 
DESCOMPRESSAO ** 
FORCA DE PROTENSAO FINAL 
TENSAO NA BORDA SUPERIOR 
= 65.02 TF 
= - 119.09 TFIM2 
LIMITANTEDABORDASUPERIOR = -1750.00 TFIM2 
** COMBINACAO FREQUENTE DE ACAO EST ADO LIMITE DE FORMACAO DE 
FISSURAS ** 
FORCA DE PROTENSAO FINAL 
TENSAO NA BORDA SUPERIOR 
= 68.28 TF 
= -218.85 TFIM2 
LIMITANTEDABORDASUPERIOR = -1750.00 TFIM2 
****** V ALORES PARA EST ADO LIMITE ULTIMO***** 
*** V ALORES PARA A INTERACAO NUMERO =4 
AREA DE ACO 1 AREA DE A C02 AREA ESCOLHIDA 
682.2042 11.4007 11.4007 
LINHA NEUTRA EP CALCULADO EP ESCOLHIDO 
3.6983 .0817 .0817 
DEFORMACAO DEFORMACAO COMO 
PRE-ALONGAMENTO (P/1000) CONCRETO ARMADO (P/1000) 
5.4424 4.9798 
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TENSAO ADOTADA( KGF/CM2) TENSAO REAL(KGF/C M2) 
9847.6200 9847.5740 
PROTENSAO INICIAL( TF ) PROTENSAO INFINITA ( TF) 
155.1165 124.0932 
***** MAIOR FORCA DE PROTENSAO EST ADO LIMITE ULTIMO ***** 
PROTENSAO INICIAL( TF ) PROTENSAO INFINITA ( TF) 
155.1165 124.0932 
//f/1/HH// DADOS REFEREN!E AO FUSO LIMITE ,\'HHHiiN 
## MEDIDAS A PARTIR DA COTA ZERO DA BORDA INFERIOR ## 
******LIMITE DALINHA INFERIOR= .51021 
******LIMITE DALINHA SUPERIOR= 1.02138 
POSICAO MG(TF*M) MQ(TF*M) FUSO SUPER(M) FUSO INFER(M) 
1 .00 .00 1.02 .510 
2 8.61 7.04 .92 .466 
' 14.79 12.10 .85 .434 .) 
4 18.55 15.18 .80 .415 
5 19.89 16.28 .79 .408 
6 18.81 15.39 .80 .413 
7 15.30 12.52 .84 .431 
8 9.38 7.67 .91 .462 
9 1.02 .84 1.01 .505 
10 -9.75 -7.98 1.14 .560 
11 -22.94 -18.77 1.29 .629 
12 -38.56 -31.55 1.47 .709 
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13 -22.81 -18.67 1.29 .628 
14 -9.49 -7.77 1.13 .559 
15 1.41 1.15 1.00 .503 
16 9.89 8.09 .91 .459 
17 15.94 13.05 .83 .428 
18 19.58 16.02 .79 .409 
19 20.79 17.01 .78 .403 
# DADOS REFERENTE AO TRACADO DO CABO CONCORDANTE # 
NO F.SUP(M) F.INF(M) TRACADO(M) 
1 1.021 .510 .738 
2 .920 .466 .702 
3 .848 .434 .676 
4 .804 .415 .660 
5 .788 .408 .654 
6 .801 .413 .659 
7 .842 .431 .673 
8 .911 .462 .698 
9 1.009 .505 .734 
10 1.136 .560 .779 
11 1.290 .629 .834 
12 1.473 .709 .900 
13 1.289 .628 .834 
14 1.133 .559 .778 
15 1.005 .503 .732 
16 .905 .459 .696 
17 .834 .428 .671 
18 .792 .409 .656 





















FIGURA 8.6 - Tra~ado do Cabo Concordante respeitando o Fuso Limite 
0 desenho mostra o trayado do cabo concordante que define a linha de pressao do 
concreto. 
PERDASDEPROTENSAO 
CABO PROT. INICIAL CFATl CFAT2 
1 155.117 .300 .003 
EXCENTRICIDADES DO CABO 1 FORCAS DE PROTENSAO 
NOS EXCCABO FORCA DE PROTENSAO 
1 .000 155.117 
2 -.036 154.177 
3 -.062 153.242 
4 -.078 152.314 
5 -.084 151.391 
6 -.079 150.473 
7 -.064 149.561 
8 -.039 148.655 
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9 -.004 147.754 
10 .041 146.859 
ll .132 143.966 
") l- 162 141130 
13 .131 138.349 
14 .040 135.624 
15 -.006 134.802 
16 -.042 133.985 
17 -.067 133.173 
18 -.082 132.366 
19 -.087 131.564 

















































ESFORCOS NA EXTREMIDADE DA BARRA DEVIDOS AO CABO NUMERO= 1 
NO lNICIAL NO FINAL 
1 37 
NORMAL CORTANTE MOMENTO NORMAL CORTANTE MOMENTO 
153.13 -5.75 112.25 -111.59 .00 -83.07 
CARGA DA PROTENSAO NO ELEMENTO 
ELEMENTO NO 1 N02 PY1 PY2 
1 1 2 1.306 1.306 
2 2 3 1.306 1.306 
3 3 4 1.306 1306 
4 4 5 1.306 1.306 
5 5 6 1.306 1.306 
6 6 7 1.306 1.306 
7 7 8 1.306 1.306 
8 8 9 1.306 1.306 
9 9 10 1.306 1.306 
10 10 11 -7.801 -7.801 
11 11 12 -7.801 -7.801 
12 12 13 -7.801 -7.801 
13 13 14 -7.801 -7.801 
14 14 15 1.306 1.306 
15 15 16 1306 1.306 
16 16 17 1.306 1.306 
17 17 18 1.306 1.306 
18 18 19 1.306 1.306 
19 19 20 1.306 1.306 
Deste modo podemos concluir que a perda total de protensiio equivale a 18,20 % 
e niio a 20"/o como inicialmente foi adotado. 
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9. CONCLUSOES 
0 born desempenho da simula91io da Jaje maci9a como grelbaja e bern conhecido, sendo 
confirmado, mais uma vez, neste trabalho. 
Para Jajes com formatos quaisquer podemos utilizar como faixa de trabalbo larguras de I 
metro; caso se utilize largura com cerca de 0,50 metro, a diferen9a fica em torno de 4%. 
Podem-se se seguir as mesmas considera9oes de Jajes armadas em uma e duas dire9oes. 
Caso a Jaje seja armada em uma dire9ao podemos calcula-Ja como uma viga, discretizando a 
mesma com apenas uma faixa de Jaje; caso seja armada em duas dire9oes temos que discretiza-la 
nas duas dire9oes. 
No calculo das Jajes maci9as apoiadas, continuas e Jajes cogumelos, notou-se que o 
tra9ado do cabo se assemelha ao tra9ado do grafico de memento da pe9a, ou seja, o tra9ado do 
cabo concordante se posiciona dentro do fuso limite, nao sendo necess:irio aplicar a 
transforma91io linear para encontrar o tra9ado do cabo concordante. 
Percebeu-se que trabalbando com valores de mementos diferentes para cada faixa de Jaje 
temos se9oes diferentes de a9o, possibilitando uma economia consideravel que ultrapassa 20% 
dependendo da Jaj e analisada. 
Calculando a mesma Jaje que Brandao, Miotto e Pinheiro10 analisaram, para a qual 
consideraram urn Unico valor de memento para seu dimensionamento, obtido tomando a faixa 
mais desfavoravel, notou-se, na analise aqui apresentada, que esse valor linico e menor que o 
valor do memento maximo na Jaje. 
A proposta deste trabalho permite que, ao analisar as diversas faixas em que se divide a 
laje, obtenha-se economia principalmente em armadura de protensao. 
0 programa desenvolvido permite a analise de estruturas protendidas como: lajes 
continuas e isoladas, lajes alveolares, lajes nervuradas e com pequenas altera«;:oes porticos 
tridimensionais protendidos, ja que trabalhamos com 6 graus de liberdade por no. 
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ABSTRACT 
The purpose this paper is automatize the design of the prestressed slabs, using with 
simulation the grid of the method. The slab is substituted by an equivalent grid in the plane 
horizontal. The analitic design of the slabs is complex, in the usual table is fomeced only 
expression that abided to designer the fletor moment, considering some freedon of condiction, 
limiting the use this tables. 
The program developed in this paper are evaluated: stress, tension and displacement any 
section of the slab with freedon condiction variable. The results are fomeced for each beam of the 
grid. 
The prestress force is evaluated utilizing the types of the prestress defined of the Brazilian 
standard Code: full, limited and partial, chosen in input of the program. The final prestress force 
adopted is the highest of both, since it respects the restrictions imposed by the Brazilian standard 
Code. 
With the prestress force defined is determined the region where owe to be the placeded 
the concret pressure of line ( limiting zone ), respecting this, is ploted the line that within the 
c.g.s. of the cable in beam respecting the concept of concordant cable which the equation is 
propused in program. If the cable doesn't to respect the zone limiting, with the idea of linear 
transformation is calculed a discordant cable that respects the restrictions imposed by zone 
limiting. 
With a layout of cable defined will be calculed the losses of prestress and the prestress of 
force in cable, using the concept of load-balancing of prestress force. All the section will be 
analized inside oflimits imposed by Brazilian Standard Code. 
The program was propused considering that the steel is post-prestress having bonded 
betwen the concret and steel. Guaranteed the compatibled of deformation betwen the two 
materials. 
With the program desenvolved want to obtain result competitive with others models 
considered more elabored. 
The program desenvolved permit also the analysis of continuos prestressed beam isolated. 
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